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Bevezető

Globális analízis =
geometriai problémák

megoldása az
analízis módszereivel

euklideszi tér ≈ kompakt terek
< nemkompakt terek

Kompromisszum: “egyetlen irányban
megengedjük a nemkompaktságot”

Metrika: aszimptotikusan rásimul egy
modellmetrikára, Ricci-laposság

Szabó Áron Aszimptotikusan kúpszerű sokaságok page 3



Kúpok
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Kúpok tetszőleges keresztmetszettel

Definíció

Az (L, gL) Riemann-sokaság fölötti kúp

Cone(L, gL) := ((0,∞)×L, dr⊗dr+ r2gL).

Az L sokaság a kúp keresztmetszete.

végtelen messze

csúcs

su
gá

r

Ha L = Dn körlap, akkor visszakapjuk a hagyományos értelemben vett
kúpot;
ha L = Sn gömbfelszín, akkor egy pont híján az euklideszi teret kapjuk
vissza (polárkoordináták).
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A tangenciális operátor spektruma
A metrikához hasonló szimmetrikus 2-tenzormezőkön értelmezett
Lichnerowicz-féle Laplace-operátor egy Ricci-lapos kúpon felbomlik:

∆gcone
E = −∇gcone

∂r
◦ ∇gcone

∂r
− dimL

r
∇gcone
∂r

+ 1
r2�E ,

ahol �E az ún. tangenciális operátor (vö. gömbi Laplace).

Állítás (Sz. Á. 2021)
A tangenciális operátor spektruma elemi függvények segítségével, expliciten
meghatározható a kúp keresztmetszetén adott geometriailag természetes
Laplace-operátorok spektrumából. A sajátvektorok is expliciten
meghatározhatók.

Feltételezés
Az egyszerűség kedvéért a továbbiakban feltesszük, hogy
−

(dimL−1
2

)2 6∈ σ(�E).
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Lecsengés a Lichnerowicz-féle Laplace-operátor
magjában

Tétel (Sz. Á. 2021)

Legyen h ∈ Γ∞
(
S2T ∗M

)
olyan

tenzormező, amelyre
|h| → 0 a végtelenben
∆gcone
E h = 0.

Ekkor h = O (r−µ), ahol

µ := −max {m(ξ) |ξ ∈ σ(�E)} . (1)

d
eca

y
 ra

te

eigenvalue
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Aszimptotikusan kúpszerű
sokaságok
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Mik az aszimptotikusan kúpszerű sokaságok?

aszimptotikusan
kúpszerű

Létezik egy φ : M \K → Cone(L, gL) \ ((0, R]× L) diffeomorfizmus úgy, hogy
|∇gcone,k(φ∗g − gcone)|gcone = O

(
r−τ−k)

minden k ∈ N-re.

Cél
Módosítsuk a φ leképezést úgy, hogy τ nagyobb legyen.
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Ricci-lapos aszimptotikusan kúpszerű sokaságok

Eguchi és Hanson [EH78] 1978-ban a Yang–Mills-instanton gravitációs
analogonja (gravitációs instanton) után kutatva felfedezett egy olyan
Ricci-lapos teljes metrikát T ∗S2-n, amelyik egy kompakt részsokaságon
kívül rásimul a Cone(S3/Z2) kúpra.
Kronheimer 1989-ben [Kro89] osztályozta a Ricci-lapos négydimenziós
gravitációs instantonokat, ha az aszimptotikus kúp kereszmetszete egy
gömb hányadosa és ha a a metrika hiperkähler.
Időközben más aszimptotikájú példákat is találtak, pl. Stenzel-metrika
T ∗Sn+1-en, amely aszimptotikus Cone(SO(n+ 2)/SO(n))-hoz [Ste93].
Deruelle és Kröncke [DK20] adott egy eljárást a lecsengési ráta
feljavítására új aszimptotikus térkép választásával, ha az aszimptotikus
kúp Cone(Sm/Γ) alakú.
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Ricci-laposság mint parciális differenciálegyenlet

Főleg azok a metrikák érdekesek, amelyek megoldják az Einstein-egyenletet,
ezek közül is a Ricci-lapos kúpokra koncentrálunk

Ricg = 0 avagy R(g)µν = 0.

Nemlineáris, nemelliptikus parciális differenciálegyenlet g-re.
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Bianchi-mérték
Válasszunk egy ḡ háttérmetrikát és legyen V α = gµν(Γ(g)αµν − Γ(ḡ)αµν). Ha
V = 0, akkor g teljesíti a ḡ-Bianchi-feltételt. Az

F : Met (M)→ Γ
(
S2T ∗M

)
, g 7→ −2 Ricg +LV (g,ḡ)g

operátor másodrendű elliptikus kvázilieáris operátor, amelynek a ḡ-beli
linearizáltja épp az Einstein-operátor [DeT83].

Állítás (Sz. Á. 2021)
Legyen gac ∈ Met (M) Ricci-lapos aszimptotikusan kúpszerű metrika. Ekkor
van egy megfelelő (Lp ∩ L∞(S2T ∗M, gac))-környezet, amelyben bármely g
metrikára, amely kielégíti a −2 Ricg +LV (g,gac)g = 0 egyenletet, igaz, hogy

|∇gac,k(g−gac)|gac = O
(
ρ−µ−k

)
bármely k ∈ N-ra.
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Tétel (Sz. Á. 2021)
Legyen gac Ricci-lapos, aszimptotikusan kúpszerű metrika M -en. Legyen
p ∈ (1,∞) és k > dimM

p + 1 valamint legyen δ ∈ (1− dimM,−1)
nemkülönleges a vektormezők Hodge-Laplace-operátorára. Ekkor van gac-nek
egy olyan (W k,p

δ (S2T ∗M, gac)-)környezete, amelyben minden metrika
egyértelműen visszahúzható a Bianchi-feltételt teljesítő metrikává.
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Tétel (Sz. Á. 2021)
Legyen (M, gac) ∈ AC (gcone, τ, φ) Ricci-lapos aszimptotikusan kúpszerű
sokaság (Cone(L, gL), gcone) aszimptotikus kúppal és τ > 0 lecsengési rátával.
Ekkor van olyan φ̃ aszimptotikus térkép, amellyel a lecsengési ráta

µ = −max {m(ξ) |ξ ∈ σ(�E)}

a korábban megismert lecsengési ráta.
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Összefoglalás

Az aszimptotikusan kúpszerű sokaságok definíciójában van egy választás (az
aszimptotikus térkép), amit optimalizáltam.

Potenciális alkalmazás: aszimptotikusan kúpszerű sokaságok stabilitása a
Ricci-folyamban.
Potenciális kiterjesztés: aszimptotikusan kúpszerű téridők? Perturbált
kozmológia?
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Könyvtár – örömmel veszem az újdonságokat

szofi.elte.hu/~szaboa/MatolcsiKonyvek
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Köszönöm a figyelmet!
Boldog születésnapot, Tamás!
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Definíció
Egy (M, g) sokaság kúp, ha van Euler-vektormező benne, azaz ha van egy Z
vektormező, amely teljes és amelyre ∇gXZ = X minden X érintővektorra.

Állítás
Ha (M, g) kúp a fenti értelemben, akkor van olyan (L, gL) sokaság, hogy
(M, g) = Cone(L, gL) = ((0,∞)× L, dr ⊗ dr + r2gL). Válaszható
L := {p ∈M ||Z|p = 1}.

Bizonyításvázlat

A Z Euler-vektormező integrálgörbéi, valamint
a |Z| szintfelületei egymást jól kiegészítő
disztibúciókat alkotnak. A szorzatszerkezet
következik a [Mat84] megfigyelőkre vonatkozó
részéből, a többi kis számolással adódik.
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A �E tangenciális operátor spektruma kúpon

Tétel (Sz. Á. 2021)
Legyen (M, g) = Cone(L, gL) Ricci-lapos kúp. Ekkor

σ(�E) = σ(∆gL

B )
∪ {4m±(λ) + λ+ 2n+ 2 |λ ∈ σ(∆gL

B ), λ > 0}
∪

{
2m±(µ+ 2− dimL) + µ+ 2

∣∣µ ∈ σ(∆gL

H |D(L,gL))
}

∪ σ(∆gL

E |TT (L,gL))
∪ {2 dimL+ 2} .
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