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Bevezet6

geometriai problémak
Globdlis analizis = megoldasa az
analizis médszereivel

euklideszi tér ~ kompakt terek
< nemkompakt terek

Kompromisszum: “egyetlen iranyban
megengedjiik a nemkompaktsagot”

Metrika: aszimptotikusan rasimul egy
modellmetrikara, Ricci-lapossag
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Kupok




Kupok tetszoleges keresztmetszettel

Definicid

végtelen messze

Az (L, g1,) Riemann-sokasig folotti kip

S—
Cone(L, gz) := ((0,00) x L,dr @ dr +1%gp). ~

——

sugar

Az L sokasag a kup keresztmetszete.

4 I
csucs - £
/I\

e Ha L = D™ korlap, akkor visszakapjuk a hagyoméanyos értelemben vett
kupot;

e ha L = S" gombfelszin, akkor egy pont hijan az euklideszi teret kapjuk
vissza (poldrkoordinatak).
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A tangencialis operator spektruma

A metrikdhoz hasonlé szimmetrikus 2-tenzormezékon értelmezett
Lichnerowicz-féle Laplace-operator egy Ricci-lapos kiipon felbomlik:

dim L

Ycone __ __ \7Ycone Ycone __
AR™ ==V o Vg r

1
V_gione _|_ ﬁDE7
ahol Op az Un. tangencidlis operdtor (v6. gdmbi Laplace).

Allités (Sz. A. 2021)

A tangencidlis operator spektruma elemi figgvények segitségével, expliciten
meghatarozhato a kap keresztmetszetén adott geometriailag természetes
Laplace-operdtorok spektrumédbdél. A sajatvektorok is expliciten
meghatarozhatok.
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Feltételezés
Az egyszeriliség kedvéért a tovabbiakban feltessziik, hogy

— (4mL=1)? ¢ 5(Op).

Szabé Aron Aszimptotikusan kupsze: ok page 6



Lecsengés a Lichnerowicz-féle Laplace-operator

magjaban

Tétel (Sz. A. 2021)

eigenvalue ¢

Legyen h € I'*® (SzT*M) olyan
tenzormezo6, amelyre

o |h| — 0 a végtelenben

o A%emeh = 0.
Ekkor h = O (r—*), ahol

p = —max{m(¢) [§ € o(Op)}. (1)

/ 9jel Aedop
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Aszimptotikusan kupszert
sokasagok




Mik az aszimptotikusan kupszerii sokasagok?

aszimptotikusan
kupszert
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Mik az aszimptotikusan kupszerii sokasagok?

aszimptotikusan
kupszert

Létezik egy ¢: M \ K — Cone(L, gr) \ ((0, R] x L) diffeomorfizmus ugy, hogy
|vgconeak(¢*g - gC0n6)|gcone = O (T_T_k) minden k € N_re‘
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Mik az aszimptotikusan kupszerii sokasagok?

végtelen messze

kap aszimptotikusan
kupszert

Létezik egy ¢: M \ K — Cone(L, gr) \ ((0, R] x L) diffeomorfizmus ugy, hogy
|VIeone (¢, g — Goone)|geone = O (r~7 %) minden k € N-re.
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Mik az aszimptotikusan kupszerii sokasagok?
)

végtelen messze L/-\

Sugar

kap aszimptotikusan
kupszert
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J
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végtelen messze
7 -T
/\ lecsengés r

Sugar
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Mik az aszimptotikusan kupszerii sokasagok?
)

végtelen messze
7 -T
L/\ lecsengés 1

Sugar

kap aszimptotikusan
kupszert

Létezik egy ¢: M \ K — Cone(L, gr) \ ((0, R] x L) diffeomorfizmus ugy, hogy
|VIeone (¢, g — Goone)|geone = O (r~7 %) minden k € N-re.

Cél
Modositsuk a ¢ leképezést gy, hogy 7 nagyobb legyen.
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Ricci-lapos aszimptotikusan kupszerii sokasagok

e Eguchi és Hanson [EH78] 1978-ban a Yang—Mills-instanton gravitacids
analogonja (gravitdcids instanton) utédn kutatva felfedezett egy olyan
Ricci-lapos teljes metrikat 7*S2-n, amelyik egy kompakt részsokasidgon
kiviil rasimul a Cone(S®/Zs) kiipra.

e Kronheimer 1989-ben [Kro89] osztélyozta a Ricci-lapos négydimenzids
gravitaciés instantonokat, ha az aszimptotikus kup kereszmetszete egy
gémb hanyadosa és ha a a metrika hiperkahler.

o Id6kozben més aszimptotikaju példakat is taldltak, pl. Stenzel-metrika
T*S" 1 en, amely aszimptotikus Cone(SO(n + 2)/SO(n))-hoz [Ste93].
e Deruelle és Kroncke [DK20] adott egy eljardst a lecsengési rata

feljavitasara 1j aszimptotikus térkép valasztdsaval, ha az aszimptotikus
kip Cone(S™/T") alak.

Szabé Aron Aszimptotikusan kuap page 10



Ricci-lapossag mint parcialis differencialegyenlet

Foleg azok a metrikdk érdekesek, amelyek megoldjak az Einstein-egyenletet,
ezek kozil is a Ricci-lapos kipokra koncentralunk

Ric? =0 avagy R(g)u = 0.

Nemlinearis, nemelliptikus parcidlis differencidlegyenlet g-re.

Szabé Aron
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Bianchi-mérték
Vilasszunk egy g héttérmetrikdt és legyen V< = g*”(I'(g), — I'(9);,)- Ha
V =0, akkor g teljesiti a g-Bianchi-feltételt. Az

F: Met (M) =T (S*T*M) , g — —2Ric’ +Ly (4 5,9

operator masodrendi elliptikus kvéziliearis operator, amelynek a g-beli
linearizéltja épp az Einstein-operdtor [DeT83].

Allités (Sz. A. 2021)

Legyen g,. € Met (M) Ricci-lapos aszimptotikusan kipszer(i metrika. Ekkor
van egy megfelelé (LP N L™= (S%T* M, g..))-kérnyezet, amelyben barmely g
metrikara, amely kielégiti a —2Ric? +Ly (44,19 = 0 egyenletet, igaz, hogy

Upsnrs
Yac

V9 (g gac)gne = O (p77) -y -

barmely k£ € N-ra. V(- gac) =0
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Tétel (Sz. A. 2021)

Legyen g.. Ricci-lapos, aszimptotikusan kipszeri metrika M-en. Legyen

p € (1,00) és k > W + 1 valamint legyen ¢ € (1 — dim M, —1)
nemkilonleges a vektormezok Hodge-Laplace-operatorara. Ekkor van g,.-nek
egy olyan (Wgc P(S2T* M, gac)-)kornyezete, amelyben minden metrika
egyértelmiien visszahizhaté a Bianchi-feltételt teljesité metrikava.

Urpnpe=
Gac

\/\V()_O

s Jac) =
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Tétel (Sz. A. 2021)
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LpNL>

V('a gac) =0
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Tétel (Sz. A. 2021)

Legyen (M, gac) € AC (geone, T, ®) Ricci-lapos aszimptotikusan kiuipszerti
sokasdg (Cone(L, gr.), geone) aszimptotikus kippal és 7 > 0 lecsengési rataval.
Ekkor van olyan ¢ aszimptotikus térkép, amellyel a lecsengési rata

p = —max{m(¢) [ € o(0gr)}

a kordbban megismert lecsengési rata.

Gac
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Osszefoglals

Az aszimptotikusan kipszerii sokasidgok definicijdban van egy vélasztéds (az
aszimptotikus térkép), amit optimalizaltam.

e Potencialis alkalmazas: aszimptotikusan kupszer( sokasdgok stabilitasa a
Ricci-folyamban.

e Potencidlis kiterjesztés: aszimptotikusan kupszert téridék? Perturbalt
kozmologia?

Szabé Aron Aszimptotikusan kupszerii < page 15



Konyvtar — 6rommel veszem az tjdonsagokat
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szofi.elte.hu/~szaboa/MatolcsiKonyvek

Koszonom a figyelmet!
Boldog sziiletésnapot, Tamas!
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Fuggelék

Szabé Aron




Definicié
Egy (M, g) sokaség kiip, ha van Euler-vektormez6 benne, azaz ha van egy Z
vektormezd, amely teljes és amelyre V4 Z = X minden X érintévektorra.

Allités
Ha (M, g) kup a fenti értelemben, akkor van olyan (L, g1,) sokasdg, hogy

(M, g) = Cone(L, gr) = ((0,00) x L,dr ® dr + r?gr). Valaszhat6
L:={peM|Z|, =1}

Bizonyitasvazlat

A 7 Euler-vektormez6 integralgérbéi, valamint
a |Z| szintfeliiletei egymédst jol kiegészitd
disztibucidkat alkotnak. A szorzatszerkezet
kovetkezik a [Mat84] megfigyelSkre vonatkozé
részébol, a tobbi kis szamolassal adddik.
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A Og tangencialis operator spektruma kiupon

Tétel (Sz. A. 2021)
Legyen (M, g) = Cone(L, g1,) Ricci-lapos kiip. Ekkor
o(0g) = o(AF)
U{dmi(\) +A+2n+2 X € o(AY), A >0}
U{2ms(p+2—dimL) + p+2 ’u € (A% pL,g)}

Uo(AF lr7(L,g1))
U{2dim L + 2}.
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