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Bevezeto gondolatok

Fizikaban modelleket probalunk alkotni. Minimum hozzavalok:
— elképzelhetd konfiguraciok tere (kinematika),

— megvaldsulhatd konfiguraciok tere (mozgasegyenlet/téregyenlet/kivalasztéegyenlet),

— megfigyelhetd mennyiségek és ezek kiértékelése,
— izo- és automorfizmusok (szimmetriak).

Matolcsi Tamas altal feltart egyik komoly probléma:
csak rahatasra van modellink, kbélcsénhatasra egyelore nincs.

Csak rahatas van ezekben:

— nemrelativisztikus v relativisztikus klasszikus- avagy kvantummechanika
(részecske mozog adott mezdkben),

— nemrelativisztikus v relativisztikus mezdelmélet
(adott részecskekonfiguracio mezdket general).

Formailag lehet kdlcsénhatas:
— tisztan klasszikus mezokkel (nemlinearis PDE-kkel) leirt modellben
(de nem ismert ilyen tipusu j6 modell a természetre).

Allitélag kvantumtérelméletben is lehet:
— de mi az, hogy kvantumtérelmélet? (pontosan mik a modell hozzavalbi?)
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Probléma a sajattér szingularitasa

Pontrészecske mechanika + térelmélet:

’\/

(A sajattér szingularis a részecske helyén. Hogyan kell kiértékelni a sajattér-visszahatast?)

Mindenféle eljarasokat hasznalnak, de nincs erre korrekt kombinalt mozgas+téregyenlet.

Pl részecske helyett “takonylabda”, aztan tartunk a méretével nullahoz.
(Vigyazni kell: a modell részben érzékeny lehet a “takonylabda” belsd térvényeire.)

Mindjart latjuk: ez biztosan nem j0 pl részecskefizikara!

o |
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Nem a sajattér szingularitasa az igazi probléma!

TekintsUk a hidrogénatom problémajat! Fix kiilsé Coulomb-térben csapdazott Dirac-elektront.
v%i(Vq + Ag)¥ = m ¥ (Dirac-egyenlet), ahol A = AP™©N tisztan a kilso tér:

)

A hidrogénspektrum j6 (modulo QED effektusok).
Alapallapoti kotési energia: ~ 13.6eV.

Ha A-ta VoF(A)% = jpoton® + 104 ¥ Maxwell-egyenletbd! vesszik
(azaz sajatteret visszacsatoljuk, és az eredd teret vesszilk — Dirac-Maxwell-egyenlet):

A Sajattér nem szingularis, formailag visszahatas OK.

De a hidrogénspektrum durvan rossz!
Alapallapoti kétési energia: ~ 6eV.
Mert az elektron részben learnyékolna a proton terét.

A Lehetne igy, de a valésagban nem ezt teszi!
(A sajat elektrosztatikus tér nem hat visszal)
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Hogy oldja meg a sajattér-kizarast a kvantumtérelmélet?

- N

Ehhez eloszoris kéne kvantumtérelmélet.
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Mi a kvantumtérelmélet?

Ne induljunk ki Hilbert-térbdl, és arra épitett kvantummechanika-szerliségbdl!
[Az a kép a nemrelativisztikus kvantummechanikanak egy maradvanya.]

A kvantummechanikaban a Hilbert-tér explicite fligg a kilsd mezoktol!
[Adott A kils6 EM mezdben H(A, m) a Dirac-egyenlet gyenge megoldasainak a tere.]

Kvantumtérelmélet Hilbert-tér mentes megfogalmazasa: Feynman-integral.
[EZz tisztan klasszikus mezokkel operal: tAmpont lehet a modell 6sszetevaire.]

o |
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Klasszikus térelmélet

Legyen adva egy M sima sokasag (tériddsokasag lesz beldle, de még nincs metrika).
Legyen adva egy V(M) vektornyaldb (sima szelései az anyagmezok — metrika is itt Ulne).
Ezeken vannak kovarians derivalasok, ezek egy DV (M) affin nyalab sima szelései.

(Kbzvetitomezok.) Alulfekvd vektornyalabja: T (M)QV (M)QV* (M) =: CV (M).

Mindosszesen:
(v, V) € T(V(M) x,, DV (M)) egy mezd konfiguracié.
W—/ (.

7

= :‘:rF
Ezek az £ sima fuggvény topologiaval egy valds topologikus affinteret alkotnak.

(fv,8C) € T(V(M) %, CV(M)) egy mezd variacio.
=T5¢ ;F
Ezek az £ sima fuggvény topoldgiaval egy valds topologikus vektorteret alkotnak.

o |
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Legyen adva egy Lagrange-forma, mely egy

dim(M)

|7L: VM) @ T*(M)QV (M) ® T*(MIAT*(M)QV (M)RV* (M) —s A

pontonkénti sima nyalab homomorfizmus.

Lagrange-i kifejezés:
I'(V(M) %, DV(M)) — T(AT*(M)), (v,V) — L(v, Vv, P(V))

ahol P(V) a gorbileti tenzor.

Hatasfunkcional:

St i D(V(M) x,, DV(M)) — Rad(M,R), (v,V) —> (/Cl—)S,IC‘(U,V))

L ~ / W—/
:;F ::’Lb

ahol Sk (v,V) fL v, Vv, P(V)) minden K C M kompakt halmazra.

[Vigyazat: ST (v, V) altalaban nem véges, pl mar stacionarius konfiguracidkra sem.]

ron
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Hatésfunkcional £ — Rad (M, R) értelemben folytonos, s6t Fréchet-diffhato.

Fréchet derivaltja

DS FxF— Rad(M,R), (4, 8)— (K (DSE(®)|6))

a szokasos Euler-Lagrange integral KC-ra + a szokasos peremintegral 0xC-ra.
Valtozoéiban k6zosen folyonos, masodik valtozéjaban linearis.

Legyen F.. a kompakt tartoju F-beli mezok tere a szokasos D tesztfliggvény topoldgiaval.
(teszt-mezovariaciok tere)

Euler-Lagrange-funkcional:
Ha a masodik valtozdjaban DSt-t megszoritjuk F,.-re, akkor mar egész M-re is véges.

EY . Fx F.— R, (Qb, &bT) — (EL(Tp)‘&ﬂT) = (DS/L\A(lb)’&bT)

Csak az Euler-Lagrange integral marad, peremtag nem. Egész M-re értelmes, valos érték.
K6z0s valtozoiban szekvencidlisan folytonos, masodikban lineéaris. (Avagy: EY: F — F>.)

Kivalasztoegyenlet (téregyenlet):

\— WEF?T Y&, €Fp: (BY@)|&,) =0. J

Megfigyelhetd mennyiségek az O : F' — R folytonos leképezések.
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Feynman-integralos megfogalmazas

Rdgzitslink egy tetszdleges g € F hattérmezodt az ' — F vektorizalashoz.

Legyenek Ji, ..., Jn € F* teszt-funkcionalok, akkor a (J1| - —g) - ... - (Jn| - —%0) : F = R
megfigyelhetd mennyiség kauzalisan rendezett kvantum varhatoértéke p kvantumallapotban:

—1

/ M) [dyp],, / (J1lp—10) - .. - (Jn|tp—1ho) e SM ) [dy],.

peF PEF

Kényelmes bevezetni a particiés fliggvényt (e'(¥) [de],, Fourier-trafja):

Zyo p: F* 5 C, J— Zyy ,(J) = / I SM() G (TI=t0) [qy] .

YEF
és az ebbdl kaphaté
G;j” = ((—i)” _ D(”)Z%,p(J)>
00 ZiPO,P(J) J=0
n-mezo korrelatort, és ezek G, , := (foo) . Gfplo) pr e GEZ;),[), ) c 6 <§> [F 6sszessegét.

n&Np
A fenti kvantum varhatéérték ezzel kifejezve:

| (11l =0)@-@(Jal - —v0) | G4 ). -
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Gondok vannak, nincs [dv], mérték, se e!Sm(¥)[dy], , még nagyon atvitt értelemben sem.
Nem is beszélve a formalisan alkalmazott Fourier-trafé szabalyokrol.

L N

a mindezektdl eltekintiink, Feynman-integral “<—=-" master-Dyson-Schwinger-egyenlet:
Z:F* 5 C? (E((—i)DF* o) 4+ Ips ) Z = o.

Ez kivalaszto egyenlet lenne (Feynman-integral helyett) a megvalésulo Z,;, ,-kra.

Ha atjatsszuk a mezo korrelatorokra, MDS-egyenlet még értelmessé is teheto:

Ge @eF. 7 GO =16s Vb €Fr: ((Eyg|dby) — iLsy, )G =0
n€Ng
N——
=T (F)

Ez kivalaszto egyenlet lenne (Feynman-integral helyett) a megvalésulo G, ,-kra.

|tt Lsy,. @ balrél szorzas, Ey,, := E o (Ir 4+ vo) a vektorizalt Euler-Lagrange funkcional, és

n
Ey, € © QF" RF”, hogy
n€Ng
N——
=:Tq (F*)

L«w € F, 80y € Fr By (o) |8r) = (Byy | (1, ®(—vo), @(6—vo), ..) ® &bT)-J
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Kvantumtérelmélet megfogalmazasa MDS-egyenlettel

A kvantumallapotok a (vo, Gy, ) € F X T (Fy) parok, melyek megoldjak az MDS egyenletet,
€s meg eleget tesznek egy pozitivitasi mellékfeltételnek:

Vn€No, J €Re(F): Re(®J|GE) > 0

(nem a Feynman-integralbdl jon, hanem tovabbi QFT heurisztikabdl ~ Wightman-pozitivitas).
Kevert allapot: kilénbdzd kvantumallapotok konvex kombinacidja. Tiszta allapot: nem kevert.

Egy O : FF — R klasszikus polinomialis megfigyelhetd mennyiség kvantum varhatoértéke:

M(wo,Gwo)(O) = ( Oy | Gy )
ahol Oy, := O o (Ir + 90) a vektorizdlt O,€s O,, € @ R F*, hogy
n€Ng
N——
=:Tq (F*)

1 2
VHEF: Oyy(—v0) = (Oy, | (1, ®(W—10), B(¥—to), ) ).

Mindez altalanosithatd analitikus Euler-Lagrangera, ill analitikus megf.mennyiségekre.]
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Nade mi van a kolcsonhatassal?

Szabad elmélet: Ey, : F — F>  linearis vmely 1o € F-re. Kcshato elmélet: nem szabad.

PI fix Minkowski-térid6 fl6tt ( E(p) |spy ) = [ véey O + [ vép, o3 a@* elmélet.
M M

Ebbdl legyartva a (E(-)|0),) € To(F*) elemet, és a neki megfeleld inzercids operatort:

(EG|&PT )(n)($1,...,xn) =

/ V() 6oy (y) DG (g, 21, ooy 2n) + / V() 625 (4) G (g, gy 1, oo )
yeM yeM

mely a G € T (F) mezd korrelatorokon hat.

\—KA sajattér nem kdzvetlen sajatmagara hat vissza. Ez j0!]

Mi a kvantumtérelmélet? (Es mi a kélesdnhatas?) — o 13/26



Ez j6. De: a szabad hullamegyenletre az MDS megoldastere Ures!
Csak disztribucio értelemben van megoldasa. — Kodlcsonhatd esetben sem lesz jobb vszleg.

Kélcsénhatasi tag disztriblciokkal? [ v(y) dor. (v) G (y, y,y, x1, ..., Tn)
yeEM
Ezt meg hogyan? A kélcsénhaté MDS operator ugyan siriin értelmezett (reg.disztribucidkon OK).

De kiderdl: nem lezarhat6. < Limeszekkel nem Iehet egyértelmien kiterjeszteni disztribuciodkra.

Mast csinalnak ezért: regularizalt MDS-egyenlet. Legyen C,; simit6 operator (kb konvolucio).

n 0 Z .
Goyg,r € @@)FC ? GEDO),;@ =1 es Vo, € Fr.: ((Etbo | pr) — 1LCR&bT )Gwo,ﬂ =0
neNg
N—_——

=:T(F)

Ez kivalaszto egyenlet lenne (Feynman-integral helyett) a megvalésulo G, . -kra.

Milesz Gy, .-val az K — 9, limeszben? (Ez a kérdés, renormalizacio.)
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Osszefoglalé

Matolcsi Tamas egyik nagy felismerése:
csak rahatast tudnak a jol ismert modellek.

Ezt szerettem volna elmondani:
nem elég a részecsket elkenni, koncepcionalis baj van.

Kvantumtéerelmélet: allitdlag ezt helyre teszi.
De mi a kvantumtérelmélet?

Szerintem: az MDS egyenlet a kivalasztd egyenlet.
Regularizalva OK-nak tunik.
Vizsgalni kell: regularizacioval mi lesz? (Lezarhatésag?)
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Tartalek foliak

Mi a kvantumtérelmélet? (Es mi a kélesénhatas?) — o 16/26



A Fréchet-derivalt top.vektorterekben

-

Legyen F és G valGs topoldgikus affintér, Hausdorff lokalisan konvex topolégiaval.
Alulfekvd vektorterek: IF és G.

Egy S : FF — G Fréchet—-Hadamard diffhatd ¢» € F helyen:
létezik DS(vy) : F — G folyt.lin., hogy minden n — h,, F-beli sorozatra, és seholsem nulla
n — t, R-beli sorozatra mely nulldhoz tart,

(S(w +tn hn) — S(¢)
tn

(G) lim

n— o0

—DS(w)hn> = 0

igaz.

o |
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A hatasfunkcional Fréchet-derivaltja

St . F — Rad(M,R) Fréchet-derivaltja:

DSY: F x F — Rad(M,R), (¢, &) —> (/c o (DS,%(¢)|5¢))

Adott (v, V) € F mezokonfiguracio esetén
N——
::w

(8v,8C) = (DSg(v,V)|(0,60)) =
N——

/(DlL(v, Vv, P(V)) & 4 D§L(v, Vv, P(V)) (Vabv + 8Cav) + 2 DY L(v, Vv, P(V)) ﬁ[aacb])
K

= /(DlL('UaV'U>P<v)>[cl...cm] v — <@GDSL(U7VU7P(v))[cl---cm]) &})+
I

Cav — 2 (ﬁaD;[Sab]L(fUa Vo, P(v))[clcm]) 6C’b)

[Cl...cm]

(DSL(’U, Vv, P(V))

+ m /(DSL@va'UaP(v))[acl...cm_l] &U+2D£ab]L('U7vv7P(v))[acl...cm_l] 5C'b)
oK

(m := dim(M))
szokasos Euler-Lagrange-kifejezés + peremtag]

Mi a kvantumtérelmélet? (Es mi a kélesdnhatas?) — o 18/26



Disztribuciok sokasagokon

dim (M)
N

V(M) vektornyaldb, V* (M) := V* (M) ® T* (M) a de Rham dudlisa.
V(M) = V(IM).

Ertelemszer( jeldlésekkel: F* és FX az F és F, de Rham dualisai.

FXFX =R, (&, pr) »—>Aj/“l WprésF_. xF* =R, (&,,p) |_>/\°£ &) p kbzOsen
szekvencialisan folytonosak.

EzértF C (FX)" ésF,. C (FX)" folytonos siirli € — D* és D — £* bedgyazas.
(disztribucids szelések)

Legyen A : F — F foly.lin leképezés.
Van neki formalis transzponaltja, ha létezik At : FX — FX folylin., hogy

Vo) cFésp, €FX: [(Ad)pr = [ &b (A pr).
M M

A formélis transzponalt topoldgiai transzponaltja (A*)™ : (FX)" — (FX)™ az A operéator
disztribucios kiterjesztése.
Nem mindig van.

o |
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Alapmegoldas sokasagokon

Legyen E': F' x F,. — R Euler-Lagrange funkcional, és J € F7..
K(y) € F ' megoldas J forrassal, ha V&, € F . : (E(Kp)) | &) = (J|&r).

Specialisan: lehet csupan J € FX C F* C F7..

Egy K : FX — F folyt.leképezes alapmegoldas, ha minden J € FX-re a K(J) € F' mezd
megoldas J forrassal.

Nem mindig létezik, és ha igen, altalaban tébb is van.

Ha Ky, : FX — F vektorizalt alapmegoldas linearis (pl linearis Ey,, : F — F,* esetén):
Kyo € Lin(FX,F) C (FX)*®(FX)* disztribucio.

o |
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A konvolucio altalanositasa sokasagokra

KonvolUcio altreles altalanositasa:

Legyen k € FRF*. (Azaz k egy M x M f6l6tti szelés.)
Cr : F,. — Ffolylin., ahol (Cx & )(z) := ny./\/l k(x,y) W, (y) Yoo, € F.,z € M.

Ct . F; — F* folyt.lin., ahol (C’,i pT)(y) — waM pr(x) k(z,y) Vo, € IF;E,y e M.

parcialisan kompakt tartoju x: VX C M kompaktra
{(z,y) e MxM |z € K, r(z,y) # 0} s {(z,y) € MxM|y €K, k(z,y) # 0}
lezartja kompakt.

Ekkor Cy, folyt.lin. F — F és Ct folyt.lin. FX — F*.
Ekkor C,; folyt.lin. F. — F. és C, folyt.lin. FX — FX.
Disztribucidkon ezek transzponaltja.

Pl Minkowski-n a k6zdnseges konvolucio:
M (affin tér), T' (alulfekvd vektortér), v (konstans térfogati forma).
Legyen n : T'— R sima kompakt tartoju.

LLegyen (,y) — Kz, y) = n(z—y) v(y) L. J

Ekkor % € F: Cx &) = nx &p.
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A szabad MDS-egyenlet megoldasai

A szabad MDS-egyenlet disztribucidos megoldasai:

0) _
Gwo = 1
1) _
Gwo = o,
(2 _ %2 1
Gy = 1Kyg T 0@,
ng? = & és infO) kombinatorikusan lehetséges n-ed rendl tenzorszorzatainak dsszege.

(0) _
G?ﬁoﬂi = 1
(1) _
Gwoﬂf = o,
(2) _ (2) 1
Gwoﬁ - ! C“K@bo t o,
Gg;) . = &es iCKKEpQ()) kombinatorikusan lehetseges n-ed rendl tenzorszorzatainak 6sszege.

[Itt C () := n % () egy n tesztflggvénnyel valé konvollcid, mint elobb.]
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Renormalas funkanal szempontbol

|7I_egyen F és G valds v komplex top.vektortér, Hausdorff lokalisan konvex teljes. —‘
Legyen M : F — G sUrln értelmezett linearis leképezés (esettinkben pl: MDS operator).
Zart: a leképezés grafikonja zart halmaz.
Lezarhatd: van olyan linearis kiterjesztése, hogy grafikonja zart (ez egyértelmd).
Lezarhatd < ahol limeszekkel ki lehet terjeszteni, ott az egyértelma.

Tobbértelmiségi halmaz:

Mul(M) := {y € G| 3 (zn)nen Dom(M)-béli, hogy li_>m xn =08s 1i_>m Mzy, =y}.
Mul(M) mindig zart altér.

Lezarhaté < Mul(M) = {0}.

Maximalisan nemlezarhaté < Mul(M) = Ran(M). Patologikus, még lezarhaté része sincs.

Polinomials kélcsdnhatasi tag MDS operatorban maximalisan nemlezarhato!
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MDS operator:

M: F,.®TEFc)—TEc), G—MG
linearis, D ® £ — £ mindenitt értelmezett folytonos. Azaz:
M: TEFEZD)—F . oTEFLL), G- MG
linearis, strlin értelmezett mint D* — D* ® D* operator.

Hasonldéan: M, regularizalt MDS operator (x: egy fix regularizator, mint korabban).

o |
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Nem jo limeszes kivalasztbéegyenlet:

GeTEF::? G =1 és 3Gy — G kozelité sorozat, hogy lim MGy = 0.
K—r

0

Ez minden G-t kivalasztana, mert kcsh tag Mul()-halmaza az egész tér.

Nem j6 limeszes kivalasztéegyenlet:

GeTEF::? G =1 és 3G — G kozelité sorozat, hogy lim My Gy =0.
K—

0

Ez minden G-t kivalasztana, mert kcsh tag Mul()-halmaza az egész tér.

o |
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Lehet j6 esetleq:

GeT(FZY)?

3 (kn)nen 0,-kOzelitd sorozat
és (Gn)nen T (F,)-béli G-hez disztribucio értelemben tart6 sorozat :
VneN:
Gy =1,
Vop, e Fp: M&PTWR Gn = 0.

Kb. implicit flggvény-szerlien keressuk, nem lezart operator magjakent. Vizsgalni kellene.

Futé csatolas:
Ha M. -beli Euler-Lagrange tagok g(x) funkcionalokkal vannak 6sszesulyozva.
Nem siméan valos csatolasi allandokkal.)
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