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El0sz6

1. Tagadhatatlan tény, hogy az elméleti fizikanak egy dga annal megbizhatobb,
minél pontosabban tudja matematikai formaba énteni mondanivaléjat. A matem-
atizalas lényege az, hogy a matematika nyelvén fogalmazzunk, matematikailag
szabatos fogalmakat hasznéljunk, kiiszoboljiik ki a hallgatdlagos megallapoddsokat.
A hallgatélagos megallapodas természetesnek vett, ,,magatél értet6dd”, min-
denki szamara ,nyilvanvalé”, pontosan kortl nem hatarolt fogalmat, tulaj-
donsagot, tényt jelent. Altaldban ezek az elmélet zavarainak, a félreértéseknek a
forrdsai. Ugyanis egyrészt kiilonféle vonatkozasokban kiilonféleképpen értelmezik
a nyilvanvalé tulajdonsdgokat, masrészt eléfordulhat, hogy a természetesnek
vett tulajdonsigok ellentmondanak egymésnak'. Persze nem minden hallgatélagos
megallapodés félrevezetd, de csak abban az elméletben bizhatunk meg, amely-
ben nincsenek ilyenek.

A klasszikus mechanika, a kvantummechanika, a klasszikus elektroméagnesség
matematikailag fejlett agai a fizikdnak és tobbnyire jél miikodnek, noha ezek
az elméletek sem mentesek hallgatélagos megallapodasoktél. Mindezekkel éles
ellentétben 4ll a termodinamika, amelyre éppen a hallgatélagos megéllapodasok
kusza és sokszor ellentmondasos rendszere a jellemz6, amint azt a kovetkezok
jol mutatjak.

2. A szokésos termodinamikaban az egyensily alapvetd fogalom, sokszor
hangsilyozzak is, hogy minden egyéb termodinamikai fogalomnak — példaul
hémérsékletnek — csak egyensilyban van értelme. Az egyensily ,,magatol értetéds”
fogalom, ,,mindenki tudja, mi az”. Ha egy kicsit is odafigyeliink azonban, hamar
észrevehetjiik, hogy kiilonféle értelemben hasznaljak ugyanazt a szét. Szerepel
egy test egyensilya, meg az is, hogy két test egyensilyban van egymaéssal. Per-
sze ez annyira megszokott, hogy az olvasé taldn észre sem veszi, mi itt a baj.
Cseréljik ki a test és egyensuly szot masra, és mindjart kivildglik, hogy valami
nincs rendjén: egy ember betegsége, két ember betegségben van egymassal.

Az egyensily hallgatélagosan elfogadott tulajdonsagai kozé tartozik, hogy
id6ben allandd, véltozatlan. Tovabba néhany egyszeri, hétkéznapi megfigyelés
alapjan az egyensilyok alapvet6 tulajdonsigait a termodinamika nulladik fétételeként
fogalmazzak meg: minden kélcsonhatdshoz tartozik eqy intenziv dllapotjelzd,
amelynek szamszeri eqyenldsége a kolcsonhatdsban dllo rendszerek eqyensiulydanak

1Hallgatélagos megéllapodss volt a régebbi matematikdban a halmaz fogalma, ezen beliil
az ,,0sszes halmazok halmaza”, meg az a két természetes tény, hogy 1. két halmazban akkor
van ugyanannyi elem, ha az egyik halmaz elemei kdlcsondsen egyértelmiien megfeleltetheték
a masik halmaz elemeinek, 2. egy halmaz valddi részhalmazidban kevesebb elem van, mint
a halmazban. Ma mér halmazelmélet pontos logikai felépitése birtokdban jél tudjuk, hogy
az Osszes halmazok halmaza nem létezik, és az emlitett két tény egyszerre nem &llhat fenn:
vagy az egyiket fogadjuk el, vagy a médsikat (szokdsosan az 1. tulajdonsdgot épitjiik be a
halmazelméletbe).
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sziikséges és elégséges feltétele. EbbOl azt kovetkeztetik, hogy — mivel a mon-
dottak igazak a test barmely két részére is — egy test egyensulydnak sziikséges
és elégséges feltétele az intenziv mennyiségek homogén eloszldsa (vagyis azonos
értéke a test minden pontjdban). Ez azonban nem igaz, amint azt a kovetkezd
példak mutatjik.

Egyszer(i tény, hogy itt a Foldon egy edénybe zart nyugvéd gz (folyadék)
nyomdsa nem homogén: lenn nagyobb, mint fenn (a hidrosztatikus nyomds
miatt). Az egyensilyi homogén eloszlds tehat kiviilrél eredd térfogati (azaz
stirtiséggel ardnyos) er6hatds jelenlétében dltaldban nem igaz.

Egy elektromosan azonosan toltott részecskékbol allg, gomb alaku nyugvo
edénybe zart gaz egyensulyaban a nyomés nem homogén eloszlasu: a kézépponttdl
kifelé haladva novekszik, amint azt egyszert elektrosztatikai és mechanikai szamitdsokkal
ellendrizni lehet. Az egyensilyi homogén eloszlas tehat belsé térfogati er6hatés
jelenlétében sem feltétleniil igaz.

Vegyiink egy felfujt gumilabdat, amely nyugszik a levegében, és tekintsiink el
a gravitacios hatastol. Itt hdrom test van egyensulyban: a labddban levé levego,
a gumiburok és a kinti levegd, ezek nyomédsa azonban mind més. A benti levegd
nyomadsa nagyobb, mint a kintié. Ez azért lehetséges, mert a gumi nyomaésa
nem homogén eloszldsi: a benti feliiletén nagyobb, mint a kinti felilletén. A
gumiburokra sem kiils6 sem bels6 térfogati eré nem hat. Az egyensilyi homogén
eloszlas tehat kiilsé és belso térfogati er6hatds hijan sem szitkségképpen igaz. Ez
egyébként a szildrd (rugalmas) testek esetén mindennapos: benniik a nyomds
(fesziiltség) egyenstily esetén sem homogén.

Az el6bbi példdkban mindig kimondtuk, hogy a széban forgd test nyugszik
(értelemszeriien a Foldhoz képest, amelyet tehetetlenségi rendszernek tekin-
tettiink). Nem nehéz latni, hogy az egyensily relativ, azaz vonatkoztatasi rend-
szert6l fliggd fogalom: nem mindegy, hogy a test mihez képest van nyugalomban.
Nyugodjék egy semleges gazt tartalmazo edény egy forgd lemezjatszo korongjan
vagy korhintan, és tekintsiink el a gravitacids hatastél. A nyomads ismét nem lesz
homogén eloszldsi egyenstlyban: a forgds tengelyétdl tavolabbi részen nagyobb,
mint a kozelebbi részen. A homogén eloszlds tehat nem-tehetetlenségi rendsz-
erhez viszonyitott egyensiulyban sem mindenképpen igaz.

Végil jegyezziik meg, hogy az egyensuly sziikséges és elégséges feltételéil
kimondott homogenitasi tétel szerint egy test, amelynek a hémérséklete és a
nyomésa minden pillanatban homogén eloszlast (vagy két kolesonhatd test,
amelyek hémérséklete és nyomdsa minden pillanatban megegyezik), de véltozik
az id6ben, egyenstlyban volna, amit viszont kizar az egyenstlyrdl alkotott mésik
hallgatélagos megallapodés: az egyenstlyban semmiféle valtozas nincs.

3. Egyszeri példdk mutatjak tehdt, hogy a termodinamika nulladik fotétele
altalaban nem teljesiil. Ennek alapjan megrendiilhet a bizalmunk: vajon men-
nyire igaz az els6 és a masodik f6tétel? Tovabb novekszik a bizalmatlansdgunk,
amikor észrevessziik, hogy ezek megfogalmazasahoz sziikség van allapotvéltozasokra
azaz nem-egyensulyokra, noha a szokasos termodinamika csak az egyensulyokat
ismeri el értelmesnek. E nehézség athidalasdra bevezetik a kvdzisztatikus folya-
mat fogalmét; ez olyan folyamat, amelyben a test (rendszer) mindig egyenstlyban
van: a kvazisztatikus folyamat egyensilyok egymadasutanja. Hidba emlitik meg,
hogy természetesen a valésagban ilyen folyamat nincs, ez csak idealis hatareset,
amelyet azonban annal jobban megkozelitiink, minél lassibb a valtozas, kételyeink
tamadnak, vajon helyes-e ez az idealizacié. Tekintsiink ugyanis ennek a mechanikai



megfelelGjét: egy test egyensilyban van, ha a helyzete nem véltozik, a sebessége
nulla (példaul all egy vizszintes sikon). Vigyilik el a testet egy egyensilyabdl
egy masikba ugy, hogy menet kézben mindig kozelitéleg egyensilyban legyen,
azaz nagyon lassan. Ezt megtehetjiik barmilyen lassan, de a kvazisztatikus
hataresetben — amikor mindig nulla a sebessége — nincs valésagos valtozas. Va-
jon nem fabdl vaskarika-e a kvéazisztatikus folyamat?

Az els6 fététel, majd latjuk, lényegében — megfelel "retusalassal” — a szokdsos
forméban helytall. Azonban a mésodik f6tétel sokféle és nehezen megfoghatd
alakja, a vele kapcsolatos félreértések megerdsitik a gyaninkat, hogy az elmélet
itt is a hallgatdlagos megéallapodasoknak az dldozata. Erdemes idézni a méasodik
fététel néhany formajat.

Az eredeti, régebbi megfogalmazasok:

Kelvin—Planck-féle:

Nem lehet olyan periodikusan mikodd gépet alkotni, amelynek egyetlen hatdsa
az, hogy felemel egy terhet, mikozben lehiit eqy hétartdlyt.?

Nincs olyan periodikusan mikédd gép (nem létezik olyan kérfolyamat), amely
pusztdn hiéfelvétellel, a felvett hével egyenértékd munkdt végezne. 3

Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hd teljes egészében
munkdvd alakult. * °

Clausius-féle:

A hé dnként sohasem dramlik a hidegebb helyrél a melegebb felé.

Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hd jutott dat eqy
hidegebb testrdl eqy melegebbre.

Olykor ,,bebizonyitjak”, hogy a fenti allitasok egyenértékiiek egymadssal; a
13.12. pontban ravilagitunk az ilyen ,,bizonyitas” hibéjara, és a 12.14. pontban
megmutatjuk, egyaltaldn nem egyenértékii az a két kijelentés, hogy a h6 sohasem
alakithaté tokéletesen munkava, és hogy a hé a melegebb hely felél dramlik a

hidegebb felé.

Egyes tjjabb megfogalmazédsok a nulladik fotételen alapszanak, amely, lattuk,
nem feltétlentl igaz:

Szigetelt rendszerben az inhomogenitdsok dltal létrehozott makroszkopikus
folyamatok (spontdn folyamatok) mindig csékkentik a rendszerben levd inho-
mogenitisokat. Hatdsukra a rendszer eqyensilyi dllapothoz kézeledik. Ez a ki-
egyenlitddésre vald térekvés a termodinamika mdsodik fététele. ©

A termodinamikai folyamatok irdnydt megszabd térvény: a jellemzd intenziv
mennyiségekben fenndllo inhomogenitdsok kiegyenlitédésre torekednek, aminek
kapcsan az extenziv mennyiségek olyan irdnyba dramlanak, amerre a homoge-
nizdléddst eldsegitik.

Carnot megfogalmazasara alapozva, amely szerint

2D.Haar-H.Wergeland: Elements of Thermodynamics, Addison—Wesley,1960

3A.B.Pillard: Elements of Classical Thermodynamics, Cambridge Univ. 1966

4C.J.Adkins: Equilibrium Thermodynamics, Cambridge University Press, 1983, 3rd edition

5 A.B.Pillard: Elements of Classical Thermodynamics, Cambridge Univ. 1966

6A. Harmatha: Termodinamika miszakiaknak, Miiszaki Kiadé, Budapest, 1982, 61. old.

"I.Fényes: Termosztatika és termodinamika, Miiszaki K”onyvkiadé7 Budapest, 1968, 203.
old.
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1. Minden termodinamikai rendszernek van egy (entrdpidnak nevezett) S
allapotfigguénye, és ezzel infinitezimdlis kvdzisztatikus dllapotvdltozds esetén a
rendszer dltal felvett hére 6Q < TdS teljesil, ahol egyenléség csak reverzibilis
folyamatokra dll fenn.

2. Zdrt rendszerek entropidja sohasem csokkenhet,®:

a masodik f6tételt mostandban leggyakrabban az entrépia segitségével mondjak
ki:

Szigetelt rendszerben a stabil eqgyensily elérésével az entrdopidnak maximuma
van.

Szigetelt rendszerben lejdtszodo spontdn folyamatok mindig csak olyan irdnyiak
lehetnek, amelyek hatdsdra a rendszer entrépidja nd. °

Zdrt rendszer entropidja egyensulyi dllapotban mazimdlis.” 10

T6bbnyire egyenértékiinek tekintik az egyensilyi allapotra vonatkozo6 entropia-
maximumot és az entréopia névekedését nem-egyensilyi folyamatokban. Erdemes
megemliteni, hogy Fényes Imre'! mutatta ki igen vildgosan, hogy ez nem igaz,
ami nagyon jol latszik majd a mi targyaldasunkbodl is (1dsd 12.12.1. és 13.11.1.).

Az idézett megfogalmazasok hidnyossagait is azonnal latjuk. A szigetelt vagy
zdrt rendszer, a spontdn folyamat, a folyamat iranya: ez mind hallgatdlagos
megallapodas, a masodik fotételnek ezekre hivatkozé formai teljesen meg-
foghatatlanok. Tovabba az egyensilyi entrépia maximuma&anak csak gy van
értelme, hogy nem-egyenstlyok entrépidjaval hasonlitjuk 6ssze, amik viszont az
adott targyalasban értelmetlenek. Még inkabb az elméleten kiviili objektumokra
utal az entrépiandvekedés torvénye. Itt érdemes megemliteni egy konyvet 12,
amely az entrépiamaximum emlitett hidnyossagat formailag kikiiszoboli azaltal,
hogy bevezeti a ,,bels6 kényszerekkel” megvaldsult egyenstlyokat, és az entrépiamaximumot
a kényszermentes allapotra koveteli meg. Ugyanakkor viszont magatél értetédonek
veszi, hogy a belsé kényszerek feloldasa olyan folyamatot indit el, amelyben az
entrépia nd.

Végil — de nem utolsésorban — megjegyezziik, a méasodik f6tétel ilyen meg-
fogalmazdsai természetellenesen féloldalasak: csak zéart (szigetelt) rendszerre
vonatkoznak; elvarnank példdul — tapasztalataink is erre utalnak — hogy nem
zart rendszerekre is tudjunk mondani valamit a folyamatok irdny&rdl.

4. A masodik f6tételt — mindegy miként fogalmazzdk meg — az irreverzi-
bilités torvényének tekintik. Erdemes errdl is idézniink szokdsos fizikakonyvekbél.

Reverzibilis folyamatokndl az dllapothatdrozok vdltozdsdnak az irdnya ninc-
sen meghatdrozva, tehdt a folyamat megfordithato, minden irdnyban egyformdn
végbemehet.

Az irreverzibilis vagy meg nem fordithato folyamatok esetében az dllapothatdrozok
valtozdsa korldtozott, a folyamat spontdn csak az egyik irdnyban mehet végbe.

Ha egy termodinamikai rendszer dllapota oly mddon vdltozik meg, hogy taldlhato
egqy olyan folyamat, amely a kézbiilsé dllapotoknak ugyanazon a sorozatdn fut

8K. Denbigh: The Principles of Chemical Equilibrium, Cambridge Univ. Press, 1966,
36-38. old.

9A. Harmatha: Termodinamika miiszakiaknak, Miiszaki Kiadé, Budapest, 1982, 69-72.
old.

101 Fényes: Termosztatika és termodinamika, Miiszaki K”onyvkiabdc')7 Budapest, 1968, 122.
old.

HFényes Imre: it Termosztatika és termodinamika, Tankonyvkiadé, 1968

12H.B.Callen: Thermodynamics, Wiley and Sons, NY. 1985, 39. old.
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le, de iddben ellentétes irdnyban, akkor a folyamat reverzibilis, eqyébként ir-
reverzibilis.

Ezek a kijelentések (dllitdsok vagy meghatdrozésok?) is megfoghatat-
lanok, semmitmonddk: nincs koriilhatarolva a lehetséges folyamatok, ezen beliil
a spontan folyamatok Osszessége, a folyamatok idébeli lefutdsa, mit jelent az,
hogy egy folyamat valamely irdnyban végbemehet, stb.

A reverzibilitdst gyakran az idétitkrozésre vald invariancidval azonositjak,
és megallapitjak, hogy ,,egy tisztan mechanikai folyamat mindig reverzibilis”,
minthogy a Newton-egyenlet invarians az idoétiikrozésre. Ezzel kapcsolatban két
megjegyzést kell tenntink.

Az els6 az id6tiikrozés és a fenti ,,reverzibilitas-definicié” kapcsolatara vonatkozik.
Az id6tiikrozott mechanikai folyamatban ,,mindenki latja, hogy a folyamat ugyana-
zokon az allapotokon fut végig ellentétes iranyban”. Nézziik példdaul a Fold ker-
ingését a Nap koriil. Latjuk (lelki szemiinkkel) az ellipszispalyat, amint halad ra-
jta a Fold. Tikrozzik ezt a mozgést az idoben: a Fold ellentétes iranyban megy
ugyanazon az ellipszispalyan. Csakhogy egy mechanikai allapot nem egyszeriien
a helyzet, hanem a helyzet és az impulzus egyiittese: a folyamat a fazistérben
halad. Ha a tiikrozott folyamat helyzete egy pillanatban megegyezik valamely
eredeti helyzettel, akkor a tlikrozott folyamat impulzusa nem egyezik meg a
megfelel6 eredeti impulzussal, hanem azzal ellentétes. A tiikrozott folyamat nem
ugyanazokon az allapotokon fut végig ellentétes irdnyban. Az idétitkrézésre vald
invariancia nem fejezi ki az elképzelt reverzibilitas-fogalmat.

A misodik arra vonatkozik, hogy kétséges, van-e egyméashoz koze egyaltalan
az id6tiikrozésnek és a reverzibilitdsnak. A reverzibilitdsrél még csak elképzeléseink
vannak, még nem tudjuk, pontosan mi az, de ugy érezziik, nem lehet meg-
figyel6tél fliggé fogalom. Az idétiikrozésre pontos definicionk van, és azt is
tudjuk, hogy megfigyel6tol fiiggé fogalom. Anélkiil, hogy ezt pontosan kife-
jtenénk, az el6z6 példaval szemléltetjiilk. Ha A nyugszik a Naphoz képest, azt
latja, hogy a Fold ellipszispalyan halad; tiikrozve ezt a mozgast azt latja, hogy
a Fold ugyanazon a palyan halad ellentétes iranyban. Ha B a Naphoz képest
allandé sebességgel mozog, azt latja, hogy a Fold egy — mondjuk ,,jobbmenetes”
— spiralis palyan halad elore; tiikrozve ezt a mozgast azt latja, hogy a Fold egy
,,balmenetes” spiralison halad elére.

5. Vannak pontosan megfogalmazott masodik fotételek is kiilonféle ax-
iomatikus kereteken beliil. Ahédny kiilonbozé axiomatikus megfogalmazss, annyi
kiilénféle masodik f6tétel'>.

A 6 baj valgjaban nem a sokféleséggel van, hanem azzal, hogy bar igen ab-
sztrakt formaban vannak megfogalmazva, az ilyen mésodik fétételek csak megle-
hetésen sziik kort folyamatokra érvényesek; példaul tobbnyire csak korfolyamatokra,
és nem vonatkoznak difftiziéra, fazisatalakulasokra, kémiai reakcidkra, elek-
tromégneses jelenségekre stb.

Ezek az axiomatikus megfogalmazasok — noha jelentGsen hozzdjarultak a
termodinamika fejlédéséhez — nem adnak jél miikodd elméletet a természet je-
lenségeinek leirdséra.

6. A fizika jél miikodé dgaiban — klasszikus mechanikaban, elektroméagnességben,
kvantummechanikaban — az alapvetd fogalom a folyamat, amely differencidlegyenletek
—a Newton-egyenlet, a Maxwell-egyenletek, a Schrodinger-egyenlet — megoldasaként

13 New Perspectives in Thermodynamics, ed. J. Serrin, Springer, 1986
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van értelmezve. Az egyensulyok specidlis, ,,idében valtozatlan” folyamatok. A
folyamatok, specidlisan az egyensulyok, jol meghatarozott matematikai objek-
tumok.

A termodinamikaban is felbukkannak valésdgos, idében véltozé folyama-
tok az ,,egyensily kozelében”; ezeket az igynevezett klasszikus nem-egyensilyi
termodinamika targyalja. Minthogy a nem-egyenstilyok nem értelmesek a ter-
modinamikdban a szokasos felfogas szerint, jol mutatja ennek az elméletnek a
hidnyossagait a kovetkez6 kérdés: mik azok a nem értelmes objektumok, ame-
lyek kozel vannak az értelmeshez és milyen értelemben vannak kozel?

A termodinamika akkor né fel a fizika tobbi dgdhoz, ha tgy fogalmazzuk
meg, hogy alapvetd fogalma a folyamat, amelyet valamely differencidlegyenlet
hataroz meg. Ehhez el6szor is til kell 1épniink azon a beidegzodésen, hogy a
mennyiségeknek — példaul a hémérsékletnek — csak egyensilyban van értelme. A
fizika majd minden mennyiségének mérési utasitasa lassi valtozasra azaz ,,kozel
egyensilyra” vonatkozik. Gondoljunk példdul az elektromos mez6 mérésére:
meg kell hataroznunk egy préobatoltésre hatd erdt. Ilyen médon bizony ki nem
mérjiik az elektromos mezot egy fénysugdrban, de ez nem tart vissza minket
attdl, hogy a fénysugarban az elektromos mez6t értelmes 1étezé mennyiségnek
tartsuk. Hasonloképpen elfogadhatjuk, hogy a hémérséklet 1étezé mennyiség
nem-egyensulyi folyamatokban is.

7. Vildgosan kell latnunk, hogy bizonyos jelenségek leirasara szolgaléd elmélet
matematikai modellek megalkotdsat jelenti. A modellekhez tapasztatalati tények
és absztrakcidk utjan juthatunk el. Eloszor is kiragadjuk a vilag jelenségeinek
egy bizonyos korét, megprébaljuk megérteni a torténéseket, mi jellemzi Gket,
hogyan jonnek létre. A modellalkotdsnak ebben a szakaszdban koriiljarjuk
tapasztalatainkat, igyeksziink szavakba onteni 6ket, egyelére nem térédve az-
zal, adhaté-e majd pontos értelme annak, amit mondunk. Amikor mar elég sok
mindent megfogalmaztunk és tudni véliink ezen a szinten, nekidllunk a matem-
atikai modell megalkotasanak. Ennek kapcsan deriil ki, hogy mely képzeteink
formalizdlhatok pontosan, és melyek nem. A termodinamika idézett fotételei
ilyen ,,koriilbeszélés” szévegeknek tekinthetok.

Igen fontos jol az esziinkbe vésni a kovetkezoket.

1. Egy elmélet modelljeinek matematikai szempontbdl kifogastalannak kell
lennie.

2. A modell nem a valésdg, hanem annak ”égi médsa”: valamit valahogy
tiikroz a valésagbol.

3. A modell nem ad vélaszt arra, mit és hogyan tikroz; ez kivil esik a
modell keretein.

4. A modellben kovetkeztetéseket vonhatunk le; ezekhez csak a modell fogal-
mait és a matematika szigoru szabalyait alkalmazhatjuk. Nem szabad a mod-
ellen kiviil es6 semmiféle még matematikai objektumot sem felhasznélni.

5. A modellbeli kovetkeztetéseket Gsszevethetjiik a tapasztalattal; hogy ez
miként torténik, szintén kiviil esik a modell keretein.

6. Ha a modell kovetkeztetései és a tapasztalat 1ényegesen eltér, vagy olyan
jelenségeket taldlunk, amelyekrél a modell nem is tud szamot adni, akkor ezen
tapasztalatok birtokdban j modellt alkotunk.

Legjobban ezt a legegyszer(ibb esettel, a mechanikdval szemléltethetjiik,
amelyben mar megfelel6en kialakultak a matematikai modellek, de bizony hosszi
0t vezetett el iddig Arisztotelészt6l Galilein, Descartes-on és tobbeken &t New-



13

tonig, Eulerig és tovabb.

fgy foglalhatjuk Ossze: tapasztaljuk a minket koriilvevé targyak, ”testek”
tomegét, mozgdsat, érzetiink van az er6hatdsrdl (mennyire kell er6lkédiink, hogy
egy sulyzot felemeljiink). Eszrevessziik, hogy egy eldobott kavics palyaja nem
lényegesen fiigg attdl, milyen alaku a kavics. Ezért megalkotjuk a pontszerii
test, masképpen szélva az anyagi pont absztrakciéjat. Megalkotjuk a sebesség, a
gyorsulas fogalmat, és ezeket mar megfelelé matematikai formaban fogalmazzuk
meg. Fzutan szintén szabatos matematikai kifejezést adunk az erének, és végil
az anyagi pont folyamatait (mozgdsait) a Newton-egyenlettel, mint pontosan
meghatéarozott kozonséges differencidlegyenlettel irjuk le.

Tapasztalunk olyan jelenségeket, amelyekrdl a pontmodell nem tud mondani
semmit, mert azok éppen a testek kiterjedésével kapcsolatosak. A diszkosz porog
a leveg6ben, és ez lényegesen befolydsolja a roppalyajat. Evezredes tapasztalat a
poOrgettyi is, amelynek forgasarol a pontmodell nem tud szdamot adni. Lényeges
lehet tehdt egy test alakja, viszont az emlitett esetekben tgy taldljuk, hogy
a test a mozgdsa sordn ez nem valtozik. Nosza, megalkotjuk a merev test
modelljét, szabatos matematikai kifejezést adunk a forgatényomatéknak, és a
a merev test folyamatait a Newton-egyenlettel és az Euler-egyenlettel, mint
pontosan meghatarozott kézonséges differencidlegyenletekkel irjuk le.

Tapasztalunk olyan jelenségeket, amelyekrél a merevtest-modell nem tud
mondani semmit, mert azok éppen a testek alakvaltozasaval kapcsolatosak.
Ezért jutunk el aztdn a deformélhaté testek, kontinuumok kiilonféle modell-
jeihez, amelyek a testek folyamatait pontosan meghatarozott parcialis differ-
encialegyenletekkel irjuk le.

A most attekintett harom modell-tipus az adott sorrendben matematikailag
egyre bonyolultabb. Nem érdemes a bonyolultabb modellt hasznélni, ha az
egyszeribb is célravezet6. A kontinuum-modell ”"magaslatarol” visszatekintve
lathatjuk milyen jol is tessziik, amikor bizonyos esetekben az egyszeriibb mod-
ellhez folyamadunk, mert az is célravezeto.

I]'jbél hangsilyozzuk: mindezek modellek, hiszen egyetlen test sem pontszerti,
nem is merev (a porgd diszkosz épp a porgése folytdn egy kicsit meglapul, és
persze, ha elég erésen a falhoz vagjuk, akkor nem lesz sportszer tobbé), de nem
is kontinuum (azaz nem folytonos anyageloszldsi, mert tudvalevéen kiilonalld
molekuldkbdl tevédik Gssze).

Ha egy testet anyagi pontként, merev testként vagy kontinuumként mod-
ellezlink, azzal nem allitjuk, hogy az a test pontszerli, merev vagy folytonos
anyageloszlasi: a modell és a valdosag kiilonbozik. Az is egyszerli tény, hogy a
modell maga nem ad szamot arrél, milyen koriilmények kozott alkalmazhato a
valésag egy részének jo tiikkorképeként.

8. A fent véazolt mechanikai modellek kapcsdn mutathatunk rd arra — le-
galabb is az egyszerii esetekben —, mely alapokon nyugszik egy elmélet modell-
jeinek a felépitése.

Els6: megadni a test onnon tulajdonsdgait €s folyamatait jellemzd menyiségeket.

— Anyagi pontnal ez a tomeg, a helyzet és sebesség;

— merev testnél a tomegeloszlas'4, amely &lland6 (hogy jol értsiik: a merev
testnek nincs ,,belsé élete”; tomegeloszldsa, egyszerii szoval élve a pontjainak
egymdshoz viszonyitott helyzete, nem véltozik), a tomegkozéppont helyzete és

14 A témegeloszlds azt mondja meg, a test mely részében mekkora témeg van; folytonos
eloszlds esetén ezt a slirliséggel adjuk meg



14 ELOSZO

sebessége, valamint a szOgsebesség (amelyekbdl szarmaztathaté a merev test
barmely pontjianak a sebessége is);

— a meglehetdsen bonyolult kontinuumokrdél csak annyit, hogy ennek is egyik
jellemz6je a tomegeloszlds, amely viszont mar nem &allandd; megjelenik a test
,,bels6 élete”: pontjainak egymashoz vald elmozdulasa; altalaban itt a jellemz6
mennyiségek pontrol pontra valtoznak.

Madasodik: megadni a testet éré hatdsokat, testek kozotti és a testen belili
kélesonhatdsokat jellemzd mennyiségeket.

— Anyagi pontndl ez az eré mint a helyzet és a sebesség fliggvénye;

— merev testnél ez az erGeloszlds mint a test pontjainak és sebességeinek a
fliggvénye.

— kontinuumoknal t6bbek kozott a belso életével kapcsolatos ilyen mennyiség
a nyomas, altalanosabban a fesziiltség.

Harmadik: az el6bb megadott mennyiségek segitségével felirni azokat az egyen-
leteket, amelyek meghatdrozzdk a folyamatokat.

9. A fentiek fényében allunk hozza a héjelenségekkel kapcsolatos modellek
készitéshez.

A mechanikdban eljutottunk a kontinuumokhoz, és aztan onnan néztiink
vissza az el6z6 1épésekre, azok miért, mikor jok. Most eleve "magasr6l” néziink
le, hogy megértsiik, mit csindlunk. Egyszerd tapasztalatunk, hogy a forré leves
a tanyér szélén hamarabb hiil le, mint a kozepén, vagyis a hémérséklet a test
kiilonb6z6 pontjaiban mas és maés; a testeknek a hojelenségekkel kapcsolatban
is van bels6 élete. Ha tehdt nagyon pontosak akarunk lenni, akkor valamiféle
kontinuum-modellt kellene felallitanunk. Ez azonban nyilvanvaléan igen bony-
olult lenne.

Ijgy jarunk el, mint a mechanikédban: amikor a test alakvéltozasa lényegtelen,
merevtest-modellt alkalmazunk. Olyan folyamatokat akarunk csak leirni egyelére,
amelyekben lényegtelen, hogy a hémérséklet — és egyéb mennyiségek — értéke
kiilonb6z6 a test kiilonb6zd pontjaiban, més széval a testeket homogénnek
tekintjiik: testet jellemz6 barmely mennyiség ugyanazt az értéket mutatja a
test minden pontjdban. Az ilyen modellek elméletét kézonséges termodi-
namikanak hivjuk, mert a folyamatokat kozonséges differencidlegyenletek fogjak
leirni.

Lattuk, az egyensulyt a szokasos termodinamikaban a mennyiségek homogén
eloszldsaval azonositjdk (helyteleniil), és az ottani kvézisztatikus folyamat olyan,
hogy a test minden pillanatban egyensilyban van. Mondjunk most egyensily
helyett homogén eloszlast, és maris értelmet nyer a kvazisztatikus folyamat:
olyan nemegyensilyi folyamat, amelyben minden mennyiség minden pillanat-
ban homogén eloszldsi. A kvazisztatikus jelzd , kompromittdléddsa” miatt
hasznaljuk inkdabb a homogén folyamat elnevezést. Homogén folyamatokban
a test tulajdonsdgai csak az idoben valtoznak, a térben nem.

A kozonséges termodinamika tehdt arra a feltételezésre épiil, hogy a men-
nyiségek homogén eloszlasiak a folyamatok soran. Lattuk, hogy ez még egyensily
esetén sem feltétleniil teljesiil, ami azonban nem jelenti azt, hogy az elmélet
értéktelen vagy hidbavalé. Minddssze azt kell jol latnunk, hogy csak bizonyos
esetekben alkalmazhaté, mint minden elmélet.

Természetesen itt sem tartozik az elmélet modelljeihez annak a kérdésnek
a megvalaszoldsa, hogy mikor ad j6 leirast, azaz milyen koriilmények kozott
kapunk jé eredményeket azzal a feltevéssel, hogy a testek homogének; ugyanugy,
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mint ahogy a merevtest-modell vagy a tomegpont-modell keretein is kiviil esik
az, hogy mikor tekintheto egy test merevnek, illetve pontszeriinek.

Az el6z6ekben ismertetett utat kovetjiik: az egyes témékat el6szor kortljarjuk,
megbeszéljik a fizikai tartalmukat, s azutdn tériink rd a pontos matematikai
definicidkra és allitasokra.

A kozonséges termodinamikaban is hasonlé alapokon nyugszik a model-
lalkotas, mint a mechanikaban.

Elsé: megadni a test 6nnon tulajdonsagait és folyamatait jellemz6 menyiségeket.

Masodik: megadni a testet éré hatasokat, testek kozotti kolcsonhatasokat
jellemz6 mennyiségeket.

Harmadik: az elébb megadott mennyiségek segitségével felirni azokat az
egyenleteket, amelyek meghatdrozzék a folyamatokat.

10. Minthogy célunk a hGjelenségek leirasara szolgalé matematikai modellek
alkotdsa, bizonyos matematikai eszk6z0k ismerete és a pontos matematikai fo-
galmazds elengedhetetlen. A Fiiggelékben foglaljuk 6ssze az ilyen irdnyd tudni-
valdkat.
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I. EGYSZERU ANYAGOK
ES TESTEK

A kozonséges termodinamika felépitésében, az Elészoban mondottak alapjan,
az els6 1épéstiink a testek 6nnodn tulajdonsagait és folyamatait jellemzd
mennyiségek megadéasa kell legyen. A pontmechanikdban és a merevtest-
mechanikdaban lényegtelen a testek anyagi min6sége: mindegy, aluminiumbdl
vagy vasbdl van-e az a test, amelyet merevnek modelleziink. Természetesen épp
az ellenkezOje igaz a kontinuum-mechanikdban: ugyanolyan kiils¢ behatédsra
lényegesen mas alakvaltozast szenved egy aluminium golyd, mint egy vas golyd,
nem is beszélve egy vizgémbrol.

A kozonséges termodinamikdban lényeges szerepet kap a testeknek ha nem
is az alak-, de a térfogatvaltozasa, ami nyilvanvaléan anyagfiiggé. Ugyanc-
sak anyagfligg6 a testek hémérsékletvaltozasa: egy forré aluminium golyd a
leveg6ben hamarabb hiil le, mint egy ugyanakkora és ugyanolyan hémérsékletii
vas golyo.

Viélasszuk szét pontosan az anyag és a test fogalmét. Anyag az aluminium,
a vas, a viz; test egy aluminium golyd, egy vas golyo, egy vizgomb. Egy test
mérete lehet kicsi vagy nagy, egy anyagnak nincs mérete.

A testeknek a termodinamika szempontjabol az 6énnén tulajdonsdgait az
anyagi tulajdonsagok leirasaval kell kezdeniink.

1. Konstiticios fiiggvények

1.1. Az alapvet6 termodinamikai mennyiségek

Vizsgaljuk a testeket csak termomechanikai kolcsonhatdsok szempontjabol,
azaz zarjuk ki az elektromdagneses jelenségeket, a radioaktivitast stb!

Megismételjiik, hogy homogén testeket tekintiink. Alapvetd tapaszta-
latunk, hogy egy testnek van

— térfogata,

— homérséklete,

— nyomasa.

Ezen til, nem szembe6tl6 tapasztalatunk, de az energiamegmaradésrol szolé
megfigyeléseink szerint azt is allithatjuk, hogy a testeknek van

— bels6 energiaja,
st szemléletes képet is alkothatunk réla: tudjuk, hogy a test részecskékbol
(atomokbdl, molekuldkbdl) &ll, amelyek egyméssal kolesonhatnak és | izegnek-
mozognak”; a bels6 energia a kolcsonhatdsi energiabdl és a mozgasi energiabdl
tevodik ossze.

17
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Ha egy — ne feledjiik: homogén — testet megfeleziink (részecskéinek a egy-
egy fele egy-egy 1j testet alkot), akkor a keletkez& két 1j testnek a térfogata az
eredetinek a fele lesz, és ,nagyjabol” ez igaz az energiara is. Az idézGjel arra
utal, hogy a részecskék kolcsonhatasi energidja nem felezheté meg; ezt figyel-
men kiviil hagyva mégis ugy tekintjiik, hogy a bels6é energia is megfelezddik
a test megfelelzésekor. Ugyanakkor a két fél test homérséklete és nyomasa
marad az eredeti. A megfelezés helyett bizonyos ardanyban vald szétosztasa
esetén értelemszeriien a térfogat és a belsO energia az adott ardnyban oszlik
el az 1j testek kozott, a hémérséklet és a nyomads valtozatlan marad.

A test szétosztasa azt jelenti, hogy bizonyos szdmu részecskéjét elkiilonitjiik
a tobbitsl. Azt latjuk tehat, hogy a test

— térfogata és bels6 energidja aranyos a részecskeszamaval; az ilyen menyiségeket
extenziveknek hivjuk,

— hémérséklete és nyomasa fiiggetlen a részecskeszamatol; az ilyen menyiségeket
intenziveknek hivjuk.

A szétosztéssal keletkezett ij testek anyaga ugyanaz, mint az eredetié. A
mondottak alapjan egyszerii tény, hogy az anyagot térfogat és belsé energia
szempontjabdl az egy részecskére jutd, ugynevezett fajlagos értékekkel tudjuk
jellemezni.

Tapasztalataink szerint egy testet darabokra osztani csak bizonyos energia
befektetésével tudunk, amely a test részecskéi kozott miikodé kohézids (Gsszetartozasi)
er6 legyozéséhez kell. Nyilvanvalé ez, ha egy vasdarab szétvagasara gondolunk,
de még akkor is, ha egy vizcseppet akarunk kiszakitani egy pohar vizbdl. Egy
vasdarab kiilonvélasztdsdhoz tobb energia kell, mint egy ugyanakkora (ugyanan-
nyi részecskeszdmi) vizcseppéhez. Egy részecske killonvélasztdsdhoz szitkséges
energia, szaknyelven

— a kémiai potencial
szintén fontos anyagi jellemzé'. A kémiai potencidl lényegében korrigélja azt a
,,hibat”, hogy a belsé energiat extenzivnek tekintjiik.

Ezzel a tapasztalatok szerint meg is talaltuk egy azonos, elektromosan sem-
leges, nem radioaktiv stb. részecskékbol allé homogén anyag alapvet6 termodi-
namikai jellemz6it, amelyek tehat

~ a v fajlagos térfogat [m?],

— a T hémérséklet [K],

- a p nyomads [Pal,
az e fajlagos belsé energia [J],

— a p kémiai potencial [J].

A fajlagos belsé energia, a fajlagos térfogat és a hdmérséklet mindig pozitiv
értékiiek.

1.2. Egyéb termodinamikai mennyiségek

A felsorolt termodinamikai mennyiségekkel bevezethetiink egyéb mennyiségeket,

amelyek bizonyos alkalmazasokban jutnak szerephez. A legfontosabbak az
- §:= W?# az anyag fajlagos entrépidja,

— fi=e—Ts=pu—pv az anyag fajlagos szabad energiija,

1A neve arra utal, hogy alapvetd szerepet kémiai reakcidkban jatszik, amelyekben
kiilonbozé anyagui testekbdl valnak le darabok és egyesiilnek egy Gj anyagu testté; ugyancsak
szerepet kap diffuziés folyamatokban és fazisdtalakuldasokban is.
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— h:=e+pv=p+Ts az anyag fajlagos entalpiaja,
tovabba talalkozhatunk termodinamika-konyvekben

— aTs =e— f fajlagos kotott energiaval,

— a —pv = e — h fajlagos térfogati energiaval,
de valéjaban nincs ezekre sziikségiink; megjegyezziik, a kémiai potencidlt a =
h — T's egyenl6ség miatt szabad entalpidnak is nevezik.

1.3. Megjegyzések a termodinamikai mennyiségekrol

Emlékeztetiink, hogy kényviinkben a fajlagos jelzd jelentése: egy részecskére
eso.

Szokas a tOmegegységre esé mennyiségeket is hasznédlni. A témegegységre és
az egy részecskére esé mennyiségek kozott egyszert osszefliggés van. Ha © jeloli
most a tomegegységre esé térfogatot és m egy részecske tomege, akkor v = mo.
Ennél bonyolultabb v és ¥ kapcsolata, ha az anyag kiilonféle tomegi részecskék
keveréke. Egészen addig, amig azonos részecskékbdl allé6 anyagrél beszéliink,
lényegében mindegy, hogy v-t vagy -t hasznaljuk-e. Az egy részecskére es6
mennyiségeket a keverékanyagok elmélete részesiti elényben. Megemlitjiik még,
olykor a moléris mennyiségeket hasznaljdk, amelyek az anyag egy moljara vonatkoz-
nak. Ha V jeloli a moléris térfogatot, akkor V = Lv, ahol L az Avogadro-féle
(Loschmidt-féle) szdm, amely kb. 6-10%3.

Egy masik lehetséges jellemzésben a térfogategységre jutd extenziv men-
nyiségeket haszndljak, amelyeket striségeknek hivunk. Ekkor

— a v fajlagos térfogat helyett a p := % részecskesliriiség,

— az e fajlagos bels6 energia helyett a pe bels6 energia siiriiség
stb. szerepel.

Végiil megemlitjiik, hogy termodinamika-konyvekben sokszor tekintélyes helyet
foglal el az abszolit hémérsékleti skdla értelmezése. Ez valéban fontos is-
meretelméleti kérdés, csakigy, mint példaul a tomeg mérésének a kérdése a
mechanikdban. Ahogy azonban az elméleti mechanika targyaldsat mar a témeg
ismeretében szokds inditani, mi is ismertnek vessziik az abszolut hémérséklet
fogalmat.

Erdemes azt is széba hozni, hogy a hémérséklet mérésére vonatkozdan sok-
szor hoznak fel elvi aggalyokat, tobbek kozott azt allitva, hogy a hémérséklet
csak egyensilyban értelmes, és kérdéses, hogyan mériink nagyon alacsony és
nagyon magas hémérsékletet, ahol a szokdsos eszkozeink nem alkalmazhatdk.
Mint mér az Eloszéban emlitettiik, jéforman minden fizikai mennyiség mérési
utasitasa lényegében ,,egyensilyban” miikodik csak, azaz akkor, ha a mérendd
mennyiség valtozdsa nem tul gyors. Es barmely més fizikai mennyiségre felmeriil
a nagyon kicsi és a nagyon nagy értékek mérésének a problémadja; hogyan mériink
példaul akkora nyomést, amely minden valamire valé késziiléket Gsszeroppant?
hogyan mérjiikk meg egy haz tomegét?

1.4. A termodinamikai mennyiségek kozti osszefiiggések
szabalyai

Az alapvet6 6t termodinamikai mennyiség, v, T, p, e és u az anyagot jellemz&
moédon Osszefiigg egymassal: példaul ugyanazon a homérsékleten és nyoméason
(mondjuk szobahdémérsékleten és 1égkdri nyoméson) az oxigén fajlagos térfogata
nagyobb, mint a vizé.
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Mas szdval, egy azonos és elektromagnesesen semleges molekuldkbdl all6 ho-
mogén anyagot termodinamikai szempontbdl éppen az jellemez, miként fliggnek
Ossze egymaéssal a felsorolt mennyiségei, vagyis egy anyagot a fajlagos belsé en-
ergia, a fajlagos térfogat, a hémérséklet, a nyomas és kémiai potencial egytitt
lehetséges értékeinek Osszességével (halmazdval) jellemziink.

Legkozvetlenebb tapasztalataink szerint az anyagok termodinamikai tulaj-
donsagainak vannak altaldnos, azaz minden anyagra érvényes szabdlyai, mint
példaul ,ha zsugoritjuk az anyagot (kisebb lesz a térfogata), akkor névekszik
a nyomdsa”, és ,,ha hét kozliink az anyaggal (nagyobb lesz a belsd energidja),
akkor megno a homérséklete” , pontosabban megfogalmazva:

— adott homérsékleten kisebb térfogathoz nagyobb nyomés tartozik,

— adott térfogaton magasabb hémérséklethez tobb belsd energia tartozik.

Azonban ha egy kicsit jobban belegondolunk, rajéviink, hogy az els6 szabély
nem feltétleniil igaz: adott forrponton levo folyadékviz kisebb fajlagos térfogatiahoz
ugyanaz a nyomds (és h6mérséklet) tartozik, mint a vizgéz nagyobb fajlagos
térfogatahoz.

Viszont dgy tlinik, ha ezt a szabalyt gy moédositjuk, hogy lokalisan, azaz
egymadshoz kozel levé értékekre all fenn, akkor 6sszhangban maradunk a tapasz-
talatokkal.

Megemlitjiik, hogy elég éltalanos tapasztalatunk az is, hogy ,ha &llandé
térfogaton megnoveljlik egy anyag homérsékletét, akkor novekszik a nyomasa
is”. Tudjuk azonban, hogy a vizre ez nem igaz a 0°C és 4°C tartomanyban.

Mindez arra int minket, hogy vigydzzunk, ne hamarkodjuk el, ne altalanositsuk
konnyelmiien a tapasztalatainkat. Tovabba tartsuk észben: ha el is fogadunk
valamit altalanos szabalynak, akkor sem azt allitjuk, hogy az minden
esetben teljesiil a természetben, hanem azzal koriilirjuk (és esetleg
korlatozzuk) az elmélet érvényességi korét.

1.5. Egyszerili anyagok

Az el6bb felsorolt tulajdonsdgok kénnyen és jol formalizalhatdok, ha az anyagot
jellemz6 mennyiségek halmaza egy fliggvény grafikonja; kozelebbrél, ha barmely
mennyiség kifejezhet6 a fajlagos térfogat és a hémérséklet fiiggvényében.

Tegyiik fel tehat, hogy a nyomads, a fajlagos bels6 energia és a kémiai po-
tencidl megadhaté a fajlagos térfogat és a hémérséklet fliggvényében

(0, T)=p,T), (v,T)=e,T) é (v,T)= pv,T)

alakban. Ekkor azt mondhatjuk, hogy

— bérmely rogzitett T esetén a v — p(v, T') hozzdrendelés lokélisan szigorian
monoton csékkend.

— barmely rogzitett v esetén a T — ¢(v, T') hozzdrendelés szigorian monoton
noévekvo,

Hogy félreértés ne essék, lefrjuk, mit is jelent az eldbbi pontosan: ha (vg, T')
benne van p értelmezési tartomanyéaban, akkor 1étezik a vg-nak olyan kornyezete,
hogy abban levé minden olyan vi-re és vo-re, amelyre (v1,7") és (va,T') szintén
benne van p értelmezési tartomanyaban, v; < vy pontosan akkor all fenn, ha
p(’Ula T) > p(v27 T)

Ha p folytonos, a lokélis monotonitds azzal egyenértékii, hogy a p(-,T)
fliggvény szigorian monoton csokken az értelmezési tartomanyanak minden in-
tervallumén.
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Emlékeztetiink, hogy differencidlhaté fliggvényekre az intervallumon vald
monotonitast a derivélttal tudjuk jol jellemezni. Ahol a széban forgé fliggvények
folytonosan differencialhatdk és

op Oe
%<0, 6—T>

0, (1.1)

ott a szigord monotonitasi tulajdonsagok lokélisan teljesiilnek.

Ezek az egyenlGtlenségek fontos szerepet jatszanak a késGbbiekben, és az az
igazan jé anyag”, amelyekre ,,elég b6” halmazon allnak fenn.

Pontositsuk még jobban a mondottakat!

1. Tegytik fel, hogy egy anyagra vonatkozéan

(i) létezik a fajlagos térfogat és hémérséklet értékeinek egy D részhalmaza,
amelyet az anyag konstiticiés tartomanysdnak hivunk?, elemeit az anyag
allapotainak nevezziik,

(ii) megadhaté ezen a D halmazon értelmezve

— a p nyomdsfiiggvény,

— az ¢ fajlagos belsGenergia-fiiggvény,

— p kémiaipotencial-fliggvény,
az ugynevezett konstitiucios fliiggvények, amelyek folytonosak.

2. Tovabba tegyiik fel, hogy

- awv — p(v,T) fuiggvény lokélisan szigorian monoton csokken minden
lehetséges T esetén,

— aT  e(v,T) fiiggvény szigortian monoton né minden lehetséges v esetén.

3. Végiil tegyiik fel, hogy

(i) a konstitucids fiiggvények folytonosan differencidlhatdk és eleget tesznek
a (1.1) belsé stabilitasi feltételeknek egy R nyilt halmazon, amelyet reguléris
tartomanynak hivunk,

(ii) R slirt D-ben (azaz R lezértja tartalmazza D-t, mds széval D minden
eleme az R torl6ddsi pontja).

Ez utébbi feltétel szemléletesen azt jelenti, hogy a D konstiticids tartoménynak
,,Jényeges része” azoknak az dllapotoknak az R Osszessége, ahol a konstitiicids
figgvények ,,megfelelden jol viselkednek”.

Definicié Egyszeru anyagnak nevezzik az elébbiek szerint megadott objektu-
mot és a

(D7p7 87}17 R)

szimbolummal jelolyik.

Az egyszeri jelzd arra utal, hogy azonos, semleges részecskékbol allé ho-
mogén anyagrol van sz6. Fontos észben tartani: az anyag (aluminium, vas, viz
stb.) fizikai valésdg, a fenti definicié viszont matematikai objektumot hatéroz
meg. Taldn, helyesebb lenne ezt egyszerid anyagmodellnek nevezni, azonban
célszer keriilni a tilzott koriilményességet; a kvetkezékben barmikor felbukkan
az anyag sz6, anyagmodellt kell rajta érteni>.

2 A konstitticiés jelzb azt kivénja kifejezni, hogy ezek hatdrozzdk meg az anyag milyenségét
(,,alkotmdnydt”) termodinamikai szempontbdl.

3Ez &ltaldnos a fizikdban: a valésigban 1étezd dolgok neveit haszniljuk a modellekre
is. Példaul a mechanikdban, amikor egy tomegpont vonzasidban torténd elliptikus mozgést
targyalunk, akkor bolygdkrodl beszéliink, nem bolygémodellekrél.
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Természetesen a 1.2. pontban bevezetett mennyiségek szintén megadhatdk
a fajlagos térfogat és a homérséklet folytonos fliggvényeként:
T T)v — T
o) o D) R0 D)o~ (v, 7)

T
- f(v,T) :=¢e(v,T) —Ts(v,T),
- b, T) :==e(v,T) +p(v,T)v,
ahol (v,T) a D halmazt futhatja végig.

)

1.6. Megjegyzések az egyszerii anyagokrol

Az el6z6 pontban az egyszerii anyag definicidja el6tt a tulajdonsagok fel-
sorolasdban harom helyen is igy fogalmaztunk: ,,... tegyiik fel, hogy...”.

Ez mutatja, hogy a fenti csak egy jol megfogalmazhatd, de nem az egyetlen
lehetdség anyagmodellt felallitani. A termodinamika szokasos targyaldsaiban —
pontos meghatarozas nélkiil — valéjaban mindig ilyen modelleket hasznalnak.

Ugyancsak a szokésos targyaldsokban az 6t mennyiség koziil szinte akarmelyik
kettot is tekintik fliggetlen valtozénak, a tobbit ezek fiiggvényének véve. Ez
azonban &ltaldban lehetetlen*. Majd késébb latjuk, hogy barmikor véalaszthaté
e és v is fliggetlen véltozénak (14sd az 5. fejezetet), és egy fazisra lesziikitve a
vizsgalatainkat, de csak akkor, vdlaszthaté T és p fiiggetlen véltozdénak (lasd
a 6.5. alfejezetet). Mds kombindcié is bizonyos, altaldban korldtozott feltételek
mellett esetleg lehetséges.

1.7. Entropikussag

Az entrépia kiilonleges helyet foglal el a termodinamika szokdsos téargyaldsaiban,
a tulajdonsagainak és a szerepének meghatarozasa azonban korantsem problémamentes.
Késobb ravilagitunk, mi a gond a szokasos gondolatokkal; most més megkozelitésben
lattatjuk az entrépia szerepét.

Vegyiink hasonlatot a mechanikabol! Ismerjilkk az er6 fogalmat és a po-
tencidlét is. Bizonyos erék potencialbdl szarmaztathaték, masok nem; az elébbiek
egyszeriibbek, tobb jé tulajdonsdggal rendelkeznek, példaul az altaluk végzett
munka csak az it kezd6 és végpontjatol fiigg.

Nos, azok az anyagok egyszeriibbek, rendelkeznek tobb jé tulajdonsaggal,
amelyek konstiticios fliggvényei nem fliggetlenek egymastol, mintegy ,,potencialbdl”
szarmaztathatdk; ezen ,,potencidl”’ szerepét a fajlagos entrdpia jatssza. Ezt
foglaljuk az alabbi meghatarozasba.

Definicié Egy (D,p, e, p, R) egyszerd anyagot entropikusnak nevezink, ha

0s Oe 0s Oe
To,=autP Tar = ar

teljestil a reguldris tartomdnyon.
Ha a fajlagos entrépia kétszer differencialhaté, akkor

Oe op
90 T—= -, (1.2)
v oT
4Egyszer{i matematikai példa: ha az &sszes valds szamot végigfuté = és y véltozéval z =
sin(z + y), akkor példdul x nem fejezhets ki az y és a z fiiggvényében, hiszen sok kiilonb6z6
z-hez és y-hoz tartozik ugyanaz a z érték.
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amit a vegyes masodrendii derivaltak egyenl6ségébdl konnyen levezethetiink.
Az entrépia definicidja alapjan egyszeriien igazolhatjuk, hogy egy egyszerii
anyag akkor és csak akkor entropikus, ha

op _ Op oy _ 9p

o Yo ar TV
teljestl a regularis tartomanyon. Ezeket az Osszefiiggéseket Gibbs—Duhem-
reldci6knak hivjuk (amelyek szokdsosabb formdjat késébb a 6.4., illetve 6.5.
pontokban adjuk meg).

1.8. Specialis tipusi entropikus anyagok

A termodinamika szokasos targyaldsaiban hallgatélagosan — azaz pontos
meghatarozas nélkiil, kimondatlanul — csak egyszerii anyaggal foglalkoznak, és
altalaban csak a nyomasra vonatkozo konstiticiés fliggvényt tekintik, noha az
nem elég az anyag termodinamikai jellemzéséhez. Megfeleld differencialhatosdgot
és entropikussagot feltételezve mégis ,,majdnem” elég.

1.8.1. Nyomasbdl szarmaztatott konstitiiciés fiiggvények, 1. moédszer

Tegyiik fel, hogy adott valamely Ry nem iires nyilt halmazon folytonosan dif-
ferencidlhaté (v,T) — p(v,T') fiiggvény, amelyre % < 0 teljesiil mindeniitt.
Ekkor entropikussédg esetén az (1.2) egyenldség alapjan az e fliggvényre az Ry

halmazon
e(v,T) =¢(T) + a(v,T)

teljestl, ahol a az idézett egyenlGség jobb oldalan allé fliggvénynek v szerinti
primitiv fliggvénye, és € valamely fliggvény, amelyrol feltessziik, hogy folytonosan
differencidlhato.

Minden rogzitett T esetén v +— a(v,T) folytonosan differencidlhats, de
ez nem jelenti azt, hogy maga a is (mindkét véaltozdjaban) folytonosan dif-
ferencidlhat6. Tegyiik fel, hogy nem iires és nyilt az a halmaz, amelyen a
folytonosan differencidlhaté, és 5’(T)+% > 0; legyen ez a halmaz R.

Jelentse a tovabbiakban p és e az eddig szerepelt fliggvényeknek az R-re valo
leszlikitését. Ezutdn a fajlagos entrépiat a (v, T') fiiggvényében (az R halmazon)
az 1.7. pont képleteibdl szdrmazo

0s 1 Oe Os 1 0e p
ar ~ Tor g TOT T
Osszefiiggésekbdl meghatarozhatjuk.

Végil a fajlagos entrépia definicidja alapjan a kémiai potencialt is megkapjuk
a (v, T) fiiggvényében (az R halmazon).

R az anyag regularis tartomanya lesz, és a D konstitiicios tartoméany az R-
et tartalmazé barmely olyan részhalmaz R lezartjaban, amelyre a konstiticios
fiiggvények folytonosan kiterjesztheték (példdul D = R).

Vegyiik észre, hogy ezzel az eljarassal a fajlagos belsd energia és vele egyiitt a
fajlagos entrépia csak egy — a megfelel6 feltételeknek eleget tevo — de egyébként
tetszéleges, a hémérséklettdl fliggd fiiggvény erejéig van meghatarozva.
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1.8.2. Nyomasbdl szarmaztatott konstitiiciés fiiggvények, 2. mdédszer

Az anyag konstitiicios fiiggvényeit az entropikussdg feltételezésével més titon
is megkaphatjuk, amely bizonyos esetekben kénnyebben jarhaté. Az entropikussagot
a fajlagos szabad energidval a 1.10. 2. feladat alapjan is kifejezhetjik. Ennek
alapjan, ismét feltéve az Ry halmazon folytonosan differencidlhaté p nyomast,
a fajlagos szabad energia az Ry halmazon

f(v, T) = @(T) = b(v, T)

alaki, ahol b a p fliggvénynek a v szerinti primitiv fiiggvénye, ¢ pedig egy
tetszOleges folytonosan differencidlhaté fiiggvény.
Ugyancsak a 1.10. 2. feladat alapjdn, kétszer differencialhatésag esetén,
2
gT’; = —%g—;, tehdt tegyiik fel, hogy nem iires annak a halmaznak a belseje,
ahol ¢ és b kétszer folytonosan differencidlhato, és

9%0(v,T)

1

<0,
teljesiil; legyen ez a nyilt halmaz R.
Ezen az R halmazon a fajlagos entrépiat

n 0b(v,T)

5(0,T) = /(1) + =5

a fajlagos energiat pedig

e(v, T) = (T) = b(v,T) = T <¢/(T) _ %S;T)>

adja meg.

1.9. A Nernst-féle tulajdonsag

A termodinamikdban szokas targyalni a Nernst altal megfogalmazott har-
madik fétételt is. Tobbféle formaban mondjak ki, legtobbszor azt kovetelik
meg, hogy az entrépia nulldhoz tartson, mikézben a hémérséklet a nulldhoz
tart. Ez azonban nem elég ahhoz, hogy megkapjuk azokat a fontos egyéb tu-
lajdonsdgokat, amelyeket le szoktak ,,vezetni”. Az El6széban emlegetett els6
és masodik f6tétel folyamatokra vonatkozik, a harmadik f6tétel viszont a kon-
stituciés fliggvényeknek a nulla hémérséklethez kozeli viselkedésére. Logikailag
tehdt a harmadik megel6zi els6t és a masodikat.

A harmadik f6tétel helyett mi egy pontosan meghatarozott tulajdonsagot
rogzitiink, amelyet nem koveteliink meg altalanos érvényii igazsagnak, hanem
(mint eddig és ezutdn is sok mindent a matematikai modellezés szellemében
korlatozo tulajdonsagként értelmeziink.

A Nernst-féle tulajdonsdg semmiféle szerepet nem jéatszik a tovabbiakban,
és a pontos megértése matematikailag kissé koriilményes, ezért az ilyen matem-
atikai finomsdgok irdnt nem érdekl6dd olvasénak azt ajanljuk, hagyja ki ezt a
pontot.

Definicié Egy (D,p,e, 1, R) egyszeri anyagot Nernst-félének neveziink, ha
— entropikus,
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— létezik olyan vg fajlagos térfogatérték, hogy (vo,0) a D torléddsi pontja,
— létezik az s fajlagos entrépidnak, %-nek és g—;-nek a hatdrértéke minden
olyan (vo, 0) pontban, amely torléddsi pontja D-nek, és a hatdrértékek figgetlentil

vo-tol nulldk.

Nernst-féle anyagra tehdt a D minden (vg,0) torléddsi pontjaban létezik

lim s(v,7)=0
(v,T)—(v0,0)
im 200
(v, T)—(v,0)  Ov
%) T
s.T) _

1 —_ N7
(U,T)gr(lvo,o) oT

Az entropikussagnak a 1.7. pontbeli formuléi alapjén

Oe(v,T)

2o,
(U,T)E)I(IUU,O) oT
Oe(v,T)
li _ T) ) =0.
(v,T)E;I(lvo,O) ( ov + }J(U, )>

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fiiggvényeknek, példaul az entrépidnak,

a (vg,0)-beli limesze — ellentétben a szokdsos megfogalmazdsokkal — dltaldban

nem allithaté elé %imos(va) alakban, mert lehet (vg,0) gy torlédési pontja
—

D-nek, hogy (v, T') nincs benne D-ben a nulla kérnyezetében levé semmilyen
T-re (j6 példa erre a 2.2. pontban ismertetett van der Waals-anyag esetén a
(b,0) pont).

Minthogy rogzitett v esetén T +— e(v,T) szigordan monoton ng és alulrdl
korldtos, ha (vg,0) a D olyan torlédési pontja, amelyre (vg,T) a D-ben van
a nulldnak egy kornyezetében levé (pozitiv) T-kre, létezik (nemcsak Nernst-
féle anyagra) %iinoe(vo,T)7 ez az érték azonban fiigghet vg-t6l. Ekkor Nernst-
féle anyagra az f fajlagos szabadenergidanak, definiciéjdbdl adéddan, szintén van
hatérértéke (vg, 0)-ban, és

%1310 f(vg, T) = %1310 e(vo, T).

1.10. Feladatok

1. Vezessiik le az entropikussdg 1.7. pontban ismertetett (1.2) sziikséges feltételét!
2. Bizonyitsuk be: az entropikussédg feltétele egyenértékii azzal, hogy

o _ o5 _

ov ’ T

3. Szarmaztassunk konstiticiés relaciékat az 1.8. pontban leirt médszerrel az aldbbi nyomasfiiggvényekbsl
kiindulval!
a) Adott az alkalmas fizikai dimenziéji a és b pozitiv allandé valamint a Ty hémérséklet,
Ro :=A{(v,T) | a(T — To log(T/Tv)) — bv > 0},

p(v,T) :=a (T — Tolog(T/Tp)) — bu.

b) Adott az alkalmas fizikai dimenziéjd a, b és ¢ pozitiv allandé,

Ro = {(’U,T) | 2a(v — bT) — U% <0},
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p(v, T) := a(v — bT)? + <,
v

c) Adott az alkalmas fizikai dimenzidju a, b és ¢ pozitiv dllandd,

Ro = {(v,T) | aT (b — v) + v% >0},

p(v,T) :=aT(b—v)+ %

4. Adjuk meg az €léz6 feladat példdiban R-et és a lehets legbdvebb D-t!

5. Szokdasosan csak azt kovetelik meg a Nernst-féle ,,posztulatumban”, hogy létezzen az entrépia
hatarértéke a ,,nulla hémérsékleten”, és ebbe hallgatélagosan beleértik azt is, hogy a hatarérték
legyen fliggetlen a fajlagos térfogatértékektél, és aztdn ezt a konstanst nulldnak veszik.

Ezutdn az s = °—;f Osszefliggés alapjan megdllapitjak, hogy e-nek és f-nek a hatarértéke egyenld
a nulla hémérsékleten. Ez azonban csak akkor igaz, ha legaldabb az egyiknek létezik a hatéarértéke,

ami nem feltétleniil teljesiil (kivétel, mint lattuk, ha a hatdrértéket 7lﬂim0 formaban lehet megkapni).
—

Majd a L’Hospital-szabdlyra hivatkozva azt allitjék, hogy g—; — g—; hatarértéke a nulla hémérsékleten
szintén egyenlé az s hatarértékével, azaz nulldval. A 2. feladat Osszefiiggései alapjan ebbél arra
kovetkeztetnek, hogy % hatdrértéke a nulla hémérsékleten nulla. A L’Hospital-szabaly azonban

igy szél: ha létezik

& - 4
T T
*
- ()
hatarértéke T' — O esetén, akkor 1étezik
e—f
=5 ko
-~ (++)
hatéarértéke is, és a hatéarértékek egyenl6k, és nem ugy — egyszeri ellenpélda adhaté —, hogy ha

létezik a (**) hatdrértéke, akkor a (*) hatdrértéke is.
Ha tehat csak az s nulla hémérsékleti hatarértékét tessziik fel, nem tudjuk kovetkeztetni a g—%
hatdrértékének 1étezését (még akkor sem, ha s hatdrértékét 7lﬂim0 forméban lehet megkapni).
—

Tovabbd méasképp megfogalmazva, de lényegében abbdl, hogy az entrépia hatarértéke a nulla
hémérsékleten fiiggetlen a térfogattdl, azt kdvetkeztetik, hogy % hatarértéke is nulla, ami a

. 9s(w,T) . s(v,T) —s(v, T)
0= lim ———— = lim lim ——W———=
T—0 Qv T—0 o/ >y v —v

egyenléségbél , nyilvanvalé”, ha a széban forgé hatarértéket T — 0 formédban lehet szamitani, és a
két limesz sorrendje felcserélhetd; csakhogy ezek egyéltaldn nem teljesiilnek sziikségszertien.

Az olvasénak most azt a feladatot tiizziik ki, hogy vizsgdlja meg, mennyire (milyen feltételek
mellett) igaz a szokdsos termodinamika-kényvekben taldlhaté

. Op(v,T)
lim ————= =0
T—0 oT

kijelentés.

2. Néhany specialis egyszerii anyag

Az eléz6 feladatokban szerepeltek konstiticids fliggvények; azok nem valésdgos
anyag modellezését hanem pusztan gyakorlés céljat szolgaltak, egyszertiségiiknél
fogva konnyen végre lehetett hajtani rajtuk a sziikséges eljarast.

Most olyan konstitticios fiiggvényeket targyalunk, amelyeket valésagos anyagok
(féképpen gazok) modellezésére allitottak fel egyrészt kisérleti tapasztalatok,
masrészt molekularis meggondolasok alapjan.

Itt és a tovabbiakban k a Boltzmann-allandét jeloli:

k=1,38..-10"J/K.

A térgyalt anyagok mindegyikérél feltessziik, hogy entropikus, konstiticids
fliggvényei folytonosan differencidlhatok, és az 1.8. pontban mondottak szerint
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szarmaztatjuk a konstitiicids fiiggvényeket abbdl, hogyan fiige a nyomas a fajla-
gos térfogattdl és a hdmérséklettdl. Csak az eredményeket kozoljiik, a szdmolasok
részleteit az olvasora bizzuk.

Itt és a tovabbiakban k a Boltzmann-allandét jeldli:

k=1,38..-10"J/K.

2.1. Az idealis gazok

Ez a tipusi anyagmodell az ismert gdzok (oxigén, nitrogén) stb. vizsgdlatdnak
eredményeként sziiletett.

D=R={(vT)|v>0, T >0}, p(v,T) := kTT, e(v,T) =e(T),
ahol € barmely hémérsékletre értelmezett folytonosan differencidlhaté fliggvény,
amelynek a derivaltja mindentitt pozitiv.

A nyomdsra vonatkozé belsd stabilitasi feltétel mindeniitt teljestiil.
Legyen ¢ :=¢’ !
Rogzitve egy Ty homérsékletet és bevezetve az

(T, Ty) := exp /C(T) dr

0

fliggvényt azt kapjuk, hogy
5(v.7) = ¢(Th) log (T, Tp) + klog -,
0

ahol vy rogzitett fajlagos térfogat.

A logaritmus azonossagai kinaljak, hogy a jobb oldali kifejezést 6sszevonjuk.
Vigyaznunk kell azonban, nehogy a formalis atalakitdssal hibat kévessiink el:
példaul ¢(Tp) nem vihetd be a logaritmus ald hatvénykitevének, mert nem valds
szédm (mértékegysége [J/K]). Viszont azt {rhatjuk, hogy

s(v,T) = klog (n(T, Tp) "+ ”0> .

Végiil a kémiai potencialra
(v, T)=¢e(T)+ kT —Ts(v,T)
adédik.

Erdemes kiilén megvizsgalni azt az egyszerii esetet, amikor e(7") = M\kT + e,
ahol X\ és ey pedig pozitiv &llanddk (az el6bbi szokdsosan % vagy g) Ekkor

(T, To) = 7, tehat
A
T v
5(U,T) = klog ((1_'0) UO) 5
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(0, T) = kT </\+1—1og <<§O>A:O>> +eq.

Egyéb specidlis ¢ fajlagos belsd energia fiiggvényekre vonatkozoan a 2.7. 5.
feladatara utalunk.

Ha a v fajlagos térfogat helyett a V=1Luv moltérfogatot hasznaljuk, akkor az
R :=EkL = 8,317...ﬁ ugynevezett altaldanos gézallandéval (figyelem: ez az

R egészen més, mint az eddig szereplé R reguldris tartomdny) az idedlis gdzok
nyomésara vonatkozo konstiticids fiiggvény

és

N R
V,T)=—.
p(V,T) 7

Meg kell még emliteniink, hogy sokszor az eg allandét nullanak veszik. Ez
azt jelentené, hogy abszolut nulla fokon a bels6 energia nulla. Ha a belsé en-
ergiaba csak a molekuldk kolcsonhatdsat és mozgdasi energiajat értenénk bele,
akkor ez rendben is volna. Azonban, mint mar emlitettiik, a kémiai reakcidk ter-
modinamikai targyaldsa megkoveteli, hogy a belsd energidba a kémiai (kotési)
energiat is beleértsiik, és éppen errdl adhat szamot eg.

Az idedlisgaz-fliggvények jol alkalmazhatdk valds gazok leirdsara magas hémérsékletek
és nagy fajlagos térfogatok esetén. A valés gézok leirasara a mikroszkopikus sz-
erkezetrdl alkotott elképzelések és mérések alapjan tobbféle konstiticios fiiggvény
sziiletett, ezekbol ismertetiink néhdnyat a kovetkezd példakban.

2.2. A van der Waals-féle anyagok

A kisérletek azt mutattdk, hogy alacsonyabb hémérsékleten a gizok viselkedése
jelentGsen eltér attol, amit az idedlis gaz modell ad. Tobbek kozott azért — de
nem csak azért — mert a gdzokat cseppfolyésitani lehet, de errél az idealis gz
modell nem ad szdmot.

A hidnyossagok kikiiszobolésére sziiletett meg az aldbbi modell; 14tni fogjuk,
hogy ebben mar megjelenik 1légnemt és folyékony halmazéllapot is, ezért mi a
szokdsos van der Waals-gaz helyett inkdabb a van der Waals-anyag elnevezést
hasznaljuk.

Adottak a (megfeleld fizikai dimenziji) a és b nemnegativ allanddék, ame-
lyekkel

>bh —— 4+ <0
v (v—b)2+v3

kT a a
;:0(147“):”71)—,0—2 e(v,T)za(T)—;,

ahol € minden hémérsékletre értelmezett folytonosan differencialhaté fliggvény,
amelynek a derivaltja mindeniitt pozitiv.

Jegyezziik meg, hogy R meghatarozasaban az elsé egyenldtlenség arra utal,
hogy a fajlagos térfogat nem lehet akarmilyen kicsi a molekuldk kiterjedése mi-
att, masodik meg egyenlGtlenség éppen azt a halmazt hatarozza meg, ahol a p
fliggvényt leiré formuldnak a v szerinti parcialis derivéltja negativ. A szokdsos
targyalasokban csak a p fiiggvény formuldjat adjak meg, az értelmezési tar-
tomanyardl — arrél, hogy bizonyos (v,T) elemeket ki kell zdrni — nem szélnak,
és ez zavarokat okoz, amir6l majd a fazisoknal beszéliink.

R = {(U7T)

kT 2a }
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'y \

o S ‘V
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b Ve

2.1 Abra A van der Waals-anyag konstitucids tartomanya

Az el6z6 pontban bevezetett ¢ és n fiiggvényekkel most

5(v,T) = (Tp) logn(T, Tp) + k log : — 5
0 —

b =0 és a = 0 esetén visszakapjuk az idedlis gazok fliggvényeit. S&t azt
is latjuk, hogy v > b és kT > % valamint €(T') > ¢ esetén az itteni
fliggvényeket jol kozelitik az idedlis gaz fiiggvényei.

Taldan érdemes megemliteni: ne engedjiink a kisértésnek, hogy az idedlis
gazzal valo kozelitést a b = 0, a =~ 0 formaban fogalmazzuk meg, mert ilyen
kozelité egyenloségeknek nincs értelme. Ugyancsak helytelen volna az elébbi
masodik és harmadik egyenl6tlenség helyett azt megkovetelni, hogy v > a, ami
formailag jonak tiinik, azonban nincs értelme, minthogy a és v nem 6sszehasonlithaté
mennyiségek, 1évén mas a fizikai dimenziéjuk a-nak m°kg/s?, v-nek m3.

Itt is kiilon figyelmet érdemel az
€(T) = kT + e

specidlis eset, ahol \ és ey pozitiv dllandék. Ekkor ismét n(T,Tp) = Tlo, ezért

T\ v—b
5(v,T)-klog<<TO) Uo—b>’
v T\ v—b

Vizsgéaljuk meg a regularis tartomany hatédrat, a

(@D 1v=nu{wn |-+ % =0},

(CEU

halmazt, amelyet konnyen megtaldlunk, ugyanis az els¢ feltétel trividlisan egy
,,fuggbleges egyenest” ad, a masik pedig a

_ 2a(v—b)?

T
kv



30 I. EGYSZERU ANYAGOK ES TESTEK

atrendezésbol lathatéan a jobb oldali kifejezésnek mint v fliggvényének a grafikonja.
Ennek a fliggvénynek a menetét elemi differencidlszamitasi médszerekkel tanulméanyozhatjuk;
azt kapjuk, hogy a

Ve := 3b

pont el6tt szigorian monoton no, e pontban

8a
T, :=
T 27kb

értékkel maximuma van, a pont utan pedig szigorian monoton csckken.
Erdemes megjegyezni, hogy

a

De = p(Uc,Tc) = ﬁ

A v, T, és p. mennyiségeket a van der Waals-anyag kritikus értékeinek
hivjuk.

A szokés szerint a hatart leiré fiiggvény grafikonjat harom részre bontjak:
az egyik rész a kritikus pont, a masik ketté a novekvo, illetve csékkené rész,
amelyek a spinodalis gorbék elnevezést viselik. Ezeket a 2.1 dbran Sy és S,
jeloli. Ok és az alattuk levé rész nincs benne a reguléris tartomanyban, amelyet
az dbran a vonalkazott teriilet mutat.

Konstituciés tartomanynak azt a legnagyobb halmazt tekintjiik, amelyre a
nyomasfiiggvény folytonosan kiterjeszthetd; ez az abrdn a vonalkazott rész és
azt alulrdl hatarolé gorbe, azaz

D:RU{(U,T)‘—(U]CI;))ZJriZ:O}.

2.3. A Clausius-féle anyagok

Adottak az a, b, ¢ nemnegativ dllanddk, valamint a minden hémérsékletre
értelmezett folytonosan differencialhaté e fiiggvény és egy vy > b fajlagos térfogatérték,
amelyekkel

kT? (v —0b)? 2a v+c
= T _— D E—— IT 71
R {(v, )| v>b, " >(v+c)2’ g'( )>T2 OgvoJrc}’
T 2
p(0,T) = ? e(0,T) = £(T) + 2 log ——°

v—b T(v+c) T “wy+c

Az idedlis gazoknal bevezetett ¢ és n fiiggvényekkel most

v—2> a v+c
T) = ¢(Tp) 1 T, T, klog —— + =1 .
s(v, T) = ¢(Tp) log (T, Tp) + og Tz los

b =0, a =0 esetén — tetszileges c és vy mellett — ismét visszakapjuk

az altalanos idedlis gézok konstiticids fiiggvényeit. Tovdabba az idedlis gdzok

it . . —b)

fiiggvényei j6l kozelitik az ittenieket akkor, ha v > b, kT2 > a(vviﬂ) és e(T) >
v+c

vo+c

2a
T

log
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2.4. A Berthelot-féle anyagok

Adottak az a és b nemnegativ allanddk, valamint a minden hémérsékletre
értelmezett folytonosan differencidlhato e fliggvény és egy vy > b fajlagos térfogatérték,
amelyekkel az R reguldris tartomdny azon (v,T') értékekbél all, amelyekre

v>bT, kT?v? > a(v —bT)?

és
2a v 20kT b2kT?

L log 2~ - - >0
T2 Ogvo v—>bT (v—0bT)?

teljestl, tovabba

kT a 2a v bkT?
W To e(v,T) =¢e(T) + = log — — .

p(va) =

Az idedlis gazokndl bevezetett ¢ és n fliggvényekkel most

v—bT bkT a v
T) = c(Tp)1 T, T k1l — — log —.
S(U, ) C( 0) 0g77( ) 0) + rlog vo — bTy v—bT + T2 0g %0

Az a = 0, b = 0 most is visszaadja az idedlis gaz figgvényeit. Tovabba
v>> T, kT? > M és e(T) > 2% |log i f)’ﬁf;‘ esetén az idedlis gz jol
kozeliti a Berthelot-féle anyagot.

2.5. A Kammerlingh Onnes-féle anyagok

p(v, T) = ’%T (1 +y C"USLT)>

n=1

alaki nyomasfiiggvénybol indulunk ki, ahol c,-ek a homérsékletnek kétszer
folytonosan differencialhaté fiiggvényei, amelyeket viridlegyiitthatéknak szokas
nevezni.

A mar kordbbiakban is szerepld e fliggvénnyel

x
T)
) = e(r) - k72 5 D)
(0. T) =e(T) kT3
R azokbdl a (v, T) parokbdl 4ll6 legbévebb nyilt halmaz, amelyekre a
(oo} oo oo
cn(T) en(T) en(T)

sorok abszolit és lokalisan egyenletesen konvergensek, és amelyekre

11— i(n e

T
n=1

valamint

U'IL

0 / T) o0 C//(T)
vy —oar S @) e n\2)
(1) > o ;

n=1
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A maér szokésos jelolésekkel most

N c(T) + T (T
5(0,7) = o(To) log (T, To) + klog -~ — k> en(T) + Ty (1)
0

n=1

novm

2.6. Megjegyzések

Az ismertetett konstiticids fliggvényeket anyagok termodinamikai viselkedésének
lefréséra &llitottak fel. Csupan a legismertebbeket targyaltuk. Osszefoglalva
— a konstitiiciés tartomanyok pontos megjelolése nélkiil —, és az egyszeriibb
képletek érdekében a kémiai potencidl helyett a fajlagos entrépidt szerepeltetve
(a felsorolt fiiggvényekbél a kémiai potencidl a p = e + pv — T's Osszefliggésbil
szérmaztathato):

1. Idedlis géaz:

p(v,T) = —, e(v,T) = MkT + ey,

s(v,T) = klog ((;;)A;’O)

2. van der Waals-anyag:

kT a a
p(v’T):mivﬁ Q(U,T):AkT‘i’@O*;,
A
T v—ob
T) =kl — .
o= (2)' £2)
3. Clausius-anyag:
kT a 2a v+c
T) = — T) = \kT —1
pl, 1) v—>b Tw+ec) (v, T) et g %8 b0 + ¢
T\ v—b a v+c
T =k — —_ —1 .
5(’0, ) <<T0) +’Uo—b>+T2 Og’l)()—f—c
4. Berthelot-anyag:
kT a v bkT?

2a
e TY = MeT + 2 log 2 —
v—bT Tv’ ¢(v,T) +T Ogvo v—bT’

T\ v—bT VKT a , w

s, T)=k| | = - —_log —.

(v, ) ((To> R —bT0> v—bT T2 %8,
Ezek az anyagmodellek foleg gazokra alkalmazhatdk, de azokra is csak a
termodinamikai véltozok valamely tartomédnydban. E fliggvények tehdt bi-
zonyos anyagoknak bizonyos koriilmények kozott jo modelljei. Erdemes ezt

hangsilyozni: egy valésagos anyag sokkal bonyolultabb annal, hogysem egyszerii
analitikus fliggvényekkel lehessen tiikkrozni a tulajdonsdgait. A széban forgd

p(v, T) =
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fliggvények mindeniitt differencidlhatésdga is nagyon erds kovetelmény, ami
altaldban nem teljesiil; majd latni fogjuk, egy anyag fazisait sokszor éppen e
fliggvények torései valasztjak el egymastol.

Az el6z6 fejezet feladataiban is szerepeltek konstittcids fliggvények; azok
nem valosigos anyag modellezését hanem pusztan gyakorlas céljat szolgéltak,
egyszeruségiiknél fogva konnyen végre lehetett hajtani rajtuk a sziikséges eljarast.

2.7. Feladatok

1. frjuk le a Callendar-féle anyagokat az a, b nemnegativ dllanddékkal a

kT
P, T) = ————
v—>b+ &
nyomasfiiggvénybdél kiindulva, amelynek értelmezési tartoménya a pozitiv nevezét és v szerinti
negativ parcidlis derivdltat adé (v, T) parokbdl all.
2. A v > b esetére érvényes

1 1 1 1 =/ b\"
I —— | e
v—b wl-—>b/v U<+;<U)>

sorfejtés segitségével a van der Waals-anyagot Kammerlingh Onnes-féle alakba irhatjuk.
Adjuk meg a Clausius-, Berthelot- és Callendar-féle anyagokat is Kammerlingh Onnes-formaban!
3. Adjuk meg a fejezetben targyalt anyagok konstiticiés fliggvényeit a fajlagos szabad en-
ergidbdl kiindulva, a 1.8. fejezet végén mondottak szerint! Példdul van der Waals-anyagra

f(v,T) = kT log

v—2>b a
+ = + (7).
vo— b v

4. Idealis gdz nem lehet Nernst-féle: R-nek a 2.1. pontbeli kifejezése alapjan csak két eset
lehetséges:

(i) R-nek nincs (v, 0) alakd torlédési pontja,

(ii) minden v-re (v, 0) torlédési pontja R-nek.

Ez utébbi esetben viszont az entrépia 2.1. pontbeli alakjdbdl 1atszik, hogy a (v, 0)-beli hatarérték,
ha létezik, nem fiiggetlen v-t6l.

van der Waals-, Clausius- és Berthelot-féle anyagok esetén R-nek legfeljebb egy (v,0) alaki
torlédési pontja van; lehetnek-e ezek az anyagok Nernst-félék?

Mit tudunk mondani ilyen szempontbdl a Callendar-féle anyagokrsl?

5. Legyen X pozitiv valds szdm , és vizsgdljuk meg az aldbb adott fliggvényekkel a 2.1. szerint
meghatdrozott n(T, Ty) tulajdonsigait!

’ ) o).

Az exponencidlis fliggvény jol ismert tulajdonsdgai alapjan

. . «(T)
lim ¢(T) = Ak, lim =0
TS o0 T—0 Tn
minden n nemnegativ valés szdmra. Specidlisan n = 1 esetén T — # folytonos filiggvény,
amelynek a hatarértéke a nulldban nulla.
b)

T
¢(T) := Ak tanh —.
To

6. frjuk fel az idedlis gaz fajlagos entalpidjat és fajlagos szabadenergidjdt mint a (v, T) fliggvényét

a ¢ = Ak esetben!

3. Allapotvéltozés—jellemzc’ik

3.1. Jelolési megallapodas

Ebben a fejezetben egyszerii anyagok bizonyos folyamatainak formai tulaj-
donsagairdl lesz szé anélkiil, hogy az irant érdeklédnénk, miként jonnek 1étre
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ilyen folyamatok, vagy létrejohetnek-e egyéltalan. Vizsgalataink az anyagok
fontos megfigyelheté6 mennyiségeinek — hétagulasi egyiitthatd, fajhd stbh. — és
konstiticids fiiggvényeinek kapcsolatardl adnak felvildgositast.

Egy egyszerii anyag folyamata azt jelenti, hogy az anyag allapota valtozik
az idében, tehat valamely id6intervallumon értelmezett ¢ — wv(t), t — T(t)
fliggvényeink vannak. Ezek meghatarozzak a tobbi mennyiség idébeli valtozasat
is: p(t) := p(v(t), T(t)), et) := e(v(t),T(t)), stb. Arra az esetre szoritkozunk,
amikor a folyamatok a regularis tartomanyban futnak és folytonosan differ-
encialhatéok. Tehat a folyamatok a kovetkezdkben intervallumon értelmezett,
folytonosan differencidlhaté t — (v(t), T'(t)) fliggvények. Az idS szerinti differ-
encialast, mint a mechanikdban is, feliilpontozassal jeloljiik.

E konyvben most eldszor talalkozunk azzal a kettésséggel, hogy ugyanaz
a betii két kiillonbozé — de egymashoz természetesen szorosan kapcsolodd —
matematikai objektumot jelol. Egyrészt v és T az eddigieknek megfeleléen
egy fajlagos térfogat értéket, illetve egy homérsékletértéket, azaz (m?)*, illetve
(K)* egy elemét, masrészt ugyanezekkel a betiikkel jeloljiik a folyamatokat is,
vagyis egy idSintervallumon értelmezett (m?), illetve (K)* értékii fiiggvényt.
Ugyanez vonatkozik e-re, p-re és p-re is. S6t, ha M a hémérséklet és a fajlagos
térfogat valamely fliiggvénye, akkor M fogja jelolni az M fliggvény értékeit is
ésat— M(t) = M(v(t), T(t)) id6beli véltozést is. Ez a kettdsség sokkal tobb
elénnyel jar a formuldk attekinthetosége szempontjabdl, mint hatrannyal abbdl
a veszélybdl, hogy Osszetévesztiink kiillonbo6zo dolgokat; egy kis odafigyeléssel a
tévedést teljesen kikiiszobolhetjiik.

Egyes esetekben hivatkozunk a termodinamika elsé fétételének specialis
ée=q—pv (3.3)

alakjara, ahol ¢ a fajlagos héatadds. Ezt az egyenletet csak késébb targyaljuk
meg, viszont bizonyos vonatkozasai logikailag ehhez a fejezethez csatlakoznak.

3.2. Specidlis tipusu folyamatok

Bizonyos specialis tipusu folyamatok kiilonlegesen fontosak; ezekre a kovetkezo
elnevezések honosodtak meg:

— 1izochor, ha a térfogat allandg,
— izoterm, ha a homérséklet allando,
— izobar, ha a nyomas allandé,
— izentropikus, ha az entrépia allandd,
— adiabatikusnak, ha a héhatés ki van zarva;
ez utébbi azt jelenti, hogy az (3.3) egyenletben ¢ = 0, vagyis az

é+pb=0 (3.4)

egyenl6ség jellemzi az adiabatikus folyamatokat.

Minthogy a feltételezésiink szerint a folyamatok értékei a regularis tartomanyban
vannak, a fenti folyamatokat felirhatjuk olyan forméban, hogy csak a fajlagos
térfogatnak és a hémérsékletnek az idoderivaltja szerepeljen benniik:
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izochor: v =0,
izoterm: T = 0,
izobar: %U + g—;T =0,
izentropikus: %U + g—;T =0,
adiabatikus: (g; —|—p) v+ g—;T =0,

ahol az idéderivaltak mellett 4ll6 szimbdlumok a kettds jelolésiink értelmében a
t— %(v(t),T(t)) stb. fliggvényt jelentik.

Ha az anyag entropikus, akkor T's = é+p0, kovetkezésképpen az adiabatikus
folyamatok megegyeznek az izentropikus folyamatokkal.

3.3. Egyéb kényszerfolyamatok

Az el6bb ismertetett folyamatokat valamely , kényszer” befolyasolja: a fajla-
gos térfogat vagy a hémérséklet nem valtozik (izochor, illetve izoterm folyam-
atok), vagy a véltozdsuk nem fliggetlen egymdstol (izobdr, izentropikus vagy
adiabatikus folyamatok).

A tovébbiakban ez utébbiaknak az altaldnositdsaként olyan folyamatokat
vizsgalunk, amelyekben a térfogat és a hémérséklet valtozdsa nem fiiggetlen
egyméstol, hanem az anyag R regularis tartoményén értelmezett valamely (v, T') —
a(v,T) és (v, T) — b(v,T) folytonos fiiggvényekkel

av + b7 =0

all fonn; itt is a kettds jelolésiink értelmében az idéderivaltak mellett a jelek
at— a(v(t),T(t)) ésatr— b(v(t),T(t)) figgvényt jelentik. Ilyen folyamatok
példaul azok (de nem csak azok), amelyekben egy (v, T') — M(v, T) folytonosan
differencidlhaté mennyiség allandé:

Ha nincs specidlis kiilon elnevezése (mint példdul izobar stb.), akkor ezeket
a folyamatokat a-b—folyamatoknak hivjuk, amelyekre

b
a

T, T=-2 (3.5)
b

is teljesiil; az egyszeriiség kedvéért itt és a kovetkezOkben is néhany helyen

egyenléséget irunk, noha valdjaban D lenne a pontos formuldban, ugyanis a bal

oldal bévebben lehet értelmezve, mint a jobb oldal, amely csak ott értelmes,

ahol a nevez6 nem nulla.

b=—

3.4. Hotagulasi egyiitthatok

Ha elosztjuk az (3.5) els6 Osszefiiggését v-vel, akkor a bal oldalon a térfogat
relativ valtozasat kapjuk, a jobb oldal pedig ardnyos a hémérsékletvaltozassal.
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Ezért az ardnyossigi tényezOt, vagyis a (most mdr az idéfliggéstdl ,,megsz-
abaditott”)
1b

va
fiiggvényt a—b-h6tagulasi egyiitthaténak nevezziik (természetesen, ha a a-
val és b-vel jellemzett folyamatoknak van sajat elnevezése — példaul izobar —,
akkor a hétdguldsi egyttthatot is ezzel a névvel kiilonboztetjitk meg).
Specidlis egyszerii eset az dlland6 nyomdson vett (izobdr) htdguldsi egyiitthaté
(a és b a p parcidlis derivéltjai),

amely értelmes az egész reguldris tartomanyon.
Masik specialis egyszerl eset az adiabatikus hétaguldsi egyiitthato, amely-
ben b = g—}, a= % + p, természetesen csak olyan tartomanyban, ahol a nem

nulla,
9
o &
ad -= de )
U \au TP

3.5. Rugalmassagi egyiitthatok, kompresszibilitas

A nyomadsra a

. Op.  Op;

egyenléséghdl a (3.5) mésodik Osszefiiggésének a felhaszndldsdval, és mint az
elébb, elosztva v-vel, azt kapjuk, hogy

A nyomaésvaltozas ardnyos a relativ térfogatvaltozassal; az ardnyossagi tényezo
negativjat (ami tobbnyire pozitiv), vagyis a

ap n opa
PP e Wt et
ov  OTb
fliggvényt a—b-rugalmassagi egyiitthaténak, a reciprokat pedig a-b-kompresszibilitasnak
nevezzik.

Speciélis egyszer(i eset az alland6 hémérsékleten vett (izoterm) kompresszi-
bilitds (a és b a hémérséklet parcidlis derivaltjai, azaz a = 0, b = 1),

1 1
Kp 1= — .
sy
ov
Masik specidlis egyszeri eset az adiabatikus kompresszibilitas, amelyben b =
g—}, a= % + p, természetesen csak olyan tartomanyban, ahol a nem nulla,

1 Oe

Kad := — oT

ad - __9p Qe Op (Oe ’
v\-5ar + ar (55 +9)
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3.6. Fesziiltségi egyiitthatok

A nyomasra a 3.3. pont (3.5) els6 Osszefiiggésének a felhasznalasaval, majd
p-vel osztva azt kapjuk, hogy

p_1( 9pb ),
p p Ova OT)

A relativ nyomasvaltozas ardnyos a homérsékletvéaltozdssal; az ardnyossagi
tényez6t, vagyis a
1 Opb n op
p ova 0T

fliggvényt a—b-fesziiltségi egyiitthatonak nevezziik.
Specidlis egyszerii eset az dllandé térfogaton vett (izochor) fesziiltségi egyiitthatd
(a és b a fajlagos térfogat parcidlis derivaltjai, azaz a = 1, b = 0),

_1op
Bu = pOoT’

Masik specidlis egyszerii eset az adiabatikus fesziiltségi egyiitthato, amelyben
b= g—;, a= % + p, természetesen csak olyan tartomanyban, ahol a nem nulla,

WL (omoe 0w (o
ud'_p(%+p) dvar " ar \av 7))
3.7. Fajhok

Az elsé 6tétel (3.3) alakjdbdl a-b—folyamatban a (3.5) els6 Osszefliggésének
felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy

Oe b0 NN
or al\aw P -

A héatadds ardanyos a hémérsékletvaltozassal; az egylitthatét, vagyis a

ge b (o
ar a\ow "
fliggvényt a—b-fajhének nevezziik.
Fontos specidlis eset az dllandé térfogaton vett (izochor) fajhd (a = 1, b = 0),

e
o1’

¢y 1=

valamint az dllandé nyoméson vett (izobér) fajhé (a és b a p parcidlis derivéltjai),

O g% Oe
Cp.—aj,-i-(_gz %4“3 >

amelyek értelmesek az egész regularis tartomanyon.

Megemlitjiik, hogy itt a fajhé egy részecskére vonatkoztatott mennyiség. A
gyakorlatban a tomegegységre vonatkoztatott mennyiséget hasznéljak fajhoként,
amely az itteni fajhének és egy részecske tomegének a hanyadosa.
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Szokték Nernst tételét (a ,harmadik {6tételt”) gy is megfogalmazni, hogy
az abszolit nulla fok elérhetetlen, ami annak a kovetkezménye, hogy tokéletes
hoszigetelést nem lehet megvaldsitani, és az abszolut nulla fok kozelében igen
kis hoatadés is nagy hémérsékletvaltozast eredményez. Ez utobbi megallapitas
pontosan igy hangzik: a 1.9. pontban mondottak szerint, ha g korlatos a nulla
homérséklet kozelében, akkor Nernst-féle anyag a—b-fajhojének a hatarértéke
nulla hémérsékleten nulla.

3.8. Latens hok

Izoterm folyamatban az elsé f6tétel (3.3) alakjabol

%N
v pl|v=4gq

adddik: a héatadds aranyos a térfogatvaltozassal; az aranyossagi tényezét, vagyis

az
L,
YT v
mennyiséget taguldsi (vagy dilatéciés) hének nevezziik.
Tekintsiink most egy (v,T) = M (v, T') mennyiség valtozasat izoterm folya-

matban: M = %1’). Ezzel
Oe 1 .
<81} + p> @M =gq.
ov
A héatadds aranyos az M véltozasdval; az ardnyossigi tényez6t, vagyis az
[y

b= 5z
v

mennyiséget M-latens hének nevezziik.

A térfogati latens h6 az iménti tdguldsi hé; a nyomaésra vonatkozoé latens hét
kompressziés hének hivjuk.

A latens (,,rejtett”) hé elnevezés arra utal, hogy a folyamatban héatadds
van, a hémérséklet mégsem valtozik.

3.9. Normalis h6tagulas

Egyszerii tapasztalataink arra utalnak, hogy a tagulasi hé pozitiv: ah-
hoz, hogy egy anyag allandé homérsékleten kitaguljon, hot kell kozolni vele.
Vigyazatra int azonban az, hogy 0°C' és 4°C k6z6tt a vizre ez nem igaz: akkor
tagul, ha hét vonunk el téle. Emlékezziink, a 1.4. pontban mar mas szem-
pontbdl is emlitettiik a vizet, mint ellenpéldat: a széban forgd tartomanyban
allandé térfogaton a hémérséklet novelésével csokken a nyomas. E két ,.rendel-
lenes” viselkedés azonban kiegyenliti egymast; ezt a kiegyenlitédést a kovetkezd
altaldban is fontos meghatdrozdsban foglaljuk Gssze.

Definicié Azt mondjuk, hogy az egyszerd anyag normadlis hétdgulasi, ha

Oe op
= - >
<av —HJ) or — 0

teljestil a reguldris tartomdnyon.
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Entropikus anyag normadlis hétaguldsi, 1.7. szerint, ha az entrépia kétszer
differencidlhaté.

3.10. Az allapotvaltozas-jellemzok gyakorlati jelentosége

Az eléz6ekben bevezetett mennyiségek értelmezésénél és kisérleti meghatédrozasandl
mellékes a a—b-folyamatok tényleges idGbeli lefutdsa, csak az allapotvéltozas
mennyisége az érdekes. A hémérséklet és a térfogat megvéltozasat a szokdsos
,,deltdval” jelolve példaul azt irhatjuk, hogy allandé nyoméason torténé valtozas
esetén

Av ~ a(v, T)AT.
v

Ezért is nevezziik a targyalt mennyiségeket allapotvaltozas-jellemzoknek.
Ezek kisérletileg viszonylag konnyen, j6l mérheték (a bels6 energia véltozdsa
sehol sem szerepel), és felvildgositdst adnak a konstiticids reldcidkrol, hiszen
példaul

a a  Op
Bk P K  OT
(pontosabban nem egyenléségek allnak itt, hanem csak C tartalmazdsok).

Ezekbél és az dllando térfogaton vett fajhébol mar meghatarozhatjuk az en-
ergiara vonatkozé konstitucids fiiggvényt, és entropikus anyag esetén a fajlagos
entropiat is mint a fajlagos térfogat és a homérséklet fiiggvényét, legalabbis
lokédlisan. Val6ban, 1.8. szerint az R reguldris tartomdny barmely (vo, 7))
elemének egy kornyezetében levd (v, T)-kre

e(v,T) :e(UO,TO)+/TCv(U,T)dT+/UO;(;:’jj:) (T— ! )du»

J J B, T)
és entropikus anyagra
T v
s(v, T) = s(vo, Tp) —l—/%(vT’T)dT—F/aH((VV:?dV.
To vo

3.11. Az idealis gaz allapotvaltozas-jellemzo6i

Szarmaztassuk az el6bbiekben bevezetett mennyiségeket idedlis gdzral Igen
egyszerten kapjuk, hogy

1 1 1 kT

@) BT oy~ e D=1

tovabba ¢, és ¢, nem fiigg a fajlagos térfogattol, és
€ — ¢ = k.
Tapasztalatok és elméleti (statisztikus mechanikai) meggondoldsok mutatjak,

hogy nem tul alacsony hémérsékleten és elég kis siirliség (nagy fajlagos térfogat
esetén) egyatomos molekuldk esetében a gazok allandé térfogaton vett fajhdje
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koriilbeliil %k, kétatomos molekuldk esetében pedig %k Ezért el szoktak fo-
gadni, hogy az idedlis gdzok fajhdje fiiggetlen a homérséklettél és a fajlagos
térfogattdl, és (az dllandé fiiggvényt egyszerii betiivel jelolve)

— egyatomos idedlis gazra ¢, = %k,

— kétatomos idedlis gazra ¢, = %k‘

Ennek megfeleléen

— egyatomos idedlis gazra c, = %k‘,

— kétatomos idedlis gizra c, =

3.12. Atalakulasi hé

Eddig olyan folyamatokat tekintettiink, amelyekben az anyag halmazallapota
nem valtozik. A halmazallapot-véltozasokat (elsérendii fazisitalakuldsokat)
csak késobb targyaljuk, de a réluk mondandénk egy része logikailag ehhez a
fejezethez tartozik; ezért kérjiikk az olvasot, ugorja at a kovetkez6 pontokat, és
térjen vissza a 6. fejezet utan, amelynek a fogalmait és jeloléseit is hasznaljuk.

Vegytink egy anyag két olyan fazisaban levo testet, amelyek elsérendii faziskapcsolatban
vannak egymaéssal. A fézisdtalakuldsban a testek tomege azaz részecskeszdma
is véaltozik, ezért az elsé {6tételt (idedlis esetben) a két testre

E, = Q1 *P1Vl JrﬂlNl,
Ey = Q2 —szz + M2N2

forméban irhatjuk fel. Természetszeriileg csak olyan folyamatokat tekintiink,
amelyekben az Gssz-részecskeszam allando: Ny + N, = 0.

Azt az (idealizdlt) esetet vizsgdljuk, amikor a halmazallapot-valtozds a T
fazisgorbén levd, adott T hémérsékleten és p nyomdson megy végbe. (Példaként
gondoljunk egy edény vizre, amely adott nyomasu és elég alacsony homérsékletii
levegében van. A viz lehiil egészen a nyomésnak megfeleld fagydsi hémérsékletre,
és elkezd fagyni; fagyas kozben a viz hémérséklete és nyomasa — legaldbbis jo
kozelitéssel — dllandé és azonos a jég hémérsékletével, illetve nyomdséaval.) Ekkor
mindkét fazisban a fajlagos bels6 energia és a fajlagos térfogat is dllando, és az
elsd f6tétel (idedlis esetben) az

erN1 = Q1 — pv1 Ny + 1 Ny,
—eaN1 = Q2 + pvaNy — pa Ny

alakot 6lti, ahol természetesen v; = v1 (T, p) stb. Ebbél

Q1+ Q2=T(s1(T,p) — 52(T,p)) N1.

Az 6sszhé ardnyos a részecskeszam-valtozdssal; az ardnyossagi tényezot, vagyis
a ['-n értelmezett
(Tvp) = T(sl(Tvp) - SZ(Tvp))

mennyiséget a méasodik fazisbdl az els6ébe torténd fajlagos atalakulasi hének
nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a I'-n a két fazis kémiai potencidlja megegyezik, tehét
a fajlagos dtalakuldsi hé hy (T, p) — ho(T, p) alakba is irhatd, ahol h a fajlagos
entalpia a hémérséklet és a nyomas fiiggvényében.
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Tovabbéd megjegyezziik, hogy a fajlagos atalakuldsi hé itt egy részecskére
vonatkozik. Szokasos alkalmazdsokban az dtalakuldsi hét a tomegegységre vonatkoz-
tatjak; azt tehdt az ittenibél ugy kapjuk meg, hogy elosztjuk az egy részecske
tomegével.

3.13. Feladatok

1. A fejezet jeloléseivel

Cp = €y + aplyv.

Bizonyitsuk be, hogy normadlis hétaguldasi anyag esetén
Cp > Cy
2. Mutassuk meg, hogy entropikus anyagra

lykr = apT,

amibdl
vTo?
Cp — Cy =
K
3. Igazoljuk, hogy entropikus anyagra
_ 0%
Cy = — 5Tz
4. Igazoljuk, hogy
KT _ Cp
Rad Cy

5. A reguldris tartoményon a folytonosan differencidlhaté p fliggvénynek a fajlagos térfogat
szerinti parcidlis derivéltja negativ, ezért az inverzfiiggvény-tétel értelmében minden T-re a v +—
p(v, T) hozzdrendelés lokdlisan injektiv, azaz létezik lokalis inverze: a fajlagos térfogat megadhaté
a hémérséklet és a nyomds fliggvényében. Jeloljink egy ilyen fiiggvényt igy: (T,p) — v(T,p).
Bizonyitsuk be, hogy e fliggvénnyel

L)) 1 Ou(T,p)

a(v(T, p),T) = ST T k(v(T,p), T) = _v(T,p) ap

6. Haszndljuk az elébbi feladat jeloléseit. A fajlagos belsé energia is kifejezhetd lokdlisan a
hémérséklet és a nyomés fiiggvényében: (T,p) — e(T,p). Mutassuk meg, hogy a fajlagos entalpia
(T, p) — h(T,p) := e(T,p) + pv(T, p) kifejezésével

On(T, p)
op(v(T,p), T) = —ar
7. Igazoljuk, hogy van der Waals-anyagra
1 Y 2a(v — b) 1 _ a(v —b)
ap(v,T) v—>b kv2 Bu(v, T) kv
1 _ kTw 2a
kr(v,T)  (v—"0b)2 02’
tehat
a, (v, T k kT
o, 1) _ k| L, T) = 21
rr (v, T) v—>b v—>b

8. Szarmaztassuk a Clausius- és Berthelot-féle anyagokra a fejezetben megismert egytitthatdékat.
9. Mennyire (milyen feltételek mellett) igazak a szokdsos termodinamika-konyvekben a Nernst-
féle tulajdonsiggal (harmadik f&tétellel) kapcsolatban taldlhaté kovetkezd kijelentések:

li T)=0 li T)=0 1i T)=0 1i T)=0.
fm @ T)=0,  lima(@T)=0,  lm f(vT)=0,  lim r(v,T)
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4. Allapotgorbék

4.1. Altaldnos tudnivalék

Az el6z6 fejezet értelmezése szerint egy anyag folyamatai az dllapotok id6beli
véaltozasat lefr6 t — (v(t), T'(t)) fiiggvények, amelyekrdl most is feltessziik, hogy
a regularis tartomanyban futnak és folytonosan differencialhaték. Egyelére még
most sem érintjiik azt a kérdést, miként johet létre egy-egy ilyen folamat.

Egy folyamat értékkészletét allapotgorbének nevezziik. Az allapotgorbék
tehdat a v—T-sik részhalmazai, tobbnyire valéban gorbék a matematikaban megis-
mert fogalom szerint.

A 3.2. pontban bevezetett elnevezéseknek megfelel6en beszéliink specidlisan
izochor, izobar, izoterm és adiabatikus allapotgorbékrol, ez utébbiakat izotermaknak,
illetve adiabataknak nevezziik.

Gyakorlati szempontbdl a nyomas, mint jol mérheté mennyiség, kitiintetett
szerepet jatszik. Mint tudjuk, egy folyamat meghatarozza a nyomas idébeli
véltozasdt is, a t — p(t) := p(v(t), T(t)) fiiggvényt. A ¢t — (v(t),p(t)), illetve a
t— (T(t), p(t)) fuggvények értékkészletének elnevezése: a folyamathoz tartozd
allapotgorbe képe a v—p-, illetve a és T—p-sikon.

Az izochor gorbék a v—T-sikon ,,fligglleges” egyenesek része, ugyancsak ilyen
a képiik a v—p-sikon; tehat csak a T—p-sikbeli képiik érdekes; ezek rogzitett v-k
esetére a {(T,p) | p(v,T) = p} halmazok.

Az izotermdak a v—T-sikon ,,vizszintes” egyenesek része, képiik a T—p-sikon
pedig ,fiiggbleges” egyenesek része; tehdt csak a v—p-sikbeli képiik érdekes; ezek
rogzitett T-k esetére a {(v,p) | p(v,T) = p} halmazok, vagy ami ugyanaz, a
v = p(v, T) figgvények grafikonja.

Az izobér gorbék csak a v—T-sikon érdekesek; ezek rogzitett p-kre a {(v,T) |
p(v,T) = p} alakd halmazok.

4.2. Adiabatdk

Az adiabatikus folyamatokat az elézé fejezetben bevezetett mennyiségekkel
az

Lo+ ¢, =0 (4.6)

Osszefiiggés jellemzi. Tudjuk a differencidlegyenletek elméletébél, hogy az ilyen
folyamatok értékkészletét a v—T-sikban a

ar  1,(v,T)

dv (v, T)

differencidlegyenlet irja le.
Ap= %DJrg—;T egyenl8ségbdl 0-t, illetve T-t kifejezve és (4.6)-ba helyettesitve
azt kapjuk, hogy adiabatikus folyamatokban

lpp+c¢,T'=0,
illetve

op . .
%cpv —¢,p=0.
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Ezek szerint az adiabatak képét a T—p-, illetve a v—p-sikon a

ar _ L

dp ¢
illetve a

dp _ by

dv~ dve,

differencidlegyenlet irja le (eltekintve azoktdl a kivételes pontoktdl, ahol ¢y, il-
letve ¢, nulla értéket vesz fel).

Ha az anyag entropikus, és ismerjiik a fajlagos entrépiajat, akkor az adia-
batdkat a v—T-sikon a {(v,T) | §(v,T) = const} formaban is meg tudjuk adni.

4.3. Az idedlis gaz allapotgorbéi

Olyan idedlis gzt vizsgalunk (14sd 2.1.), amelynek fajlagos belsd energidja

e(v,T) = AT + eo

alaku tetszOleges v-re és T-re.

4.3.1. Izotermak

Az idedlis gaz adott T hémérséklethez tartozo izotermdja a v—T-sikon természetesen
egy ,,T magassagban fut6”, a v = 0 értékbdl indulé félegyenes.
Erdekesebb az izotermék képe a v—p-sikon; itt a T hémérsékletli izoterma a

{(v,p) | pv = kT = const}

halmaz, amely az els6 negyedben futé hiperboladg. Nagyobb hémérséklethez
,,magasabban” lev hiperboladg felel meg (4.1 dbra). Ennek alapjidn kénnyen
elképzelhetjitk a p fliggvény grafikonjat (a termikus allapotfeliiletet) is: az
izotermakat a lap sikjaban hatrafelé eltoljuk a hémérsékletiiknek megfelelé mértékben,
s igy kirajzolddik a 4.2 dbran lathaté feliilet.

4.3.2. Izobar és izochor gorbék

Az idedlis gdz adott p nyomdasdhoz tartozé izobar gorbéje a v—T-sikon a

(o017 ()

halmaz, amely az origdn athalado félegyenes az elsé negyedben. Nagyobb nyoméshoz
meredekebb egyenes tartozik (4.3 dbra).

Az izochor gorbék a v—T sikon fliggbleges félegyenesek; viszont az el6z6hoz
hasonléan, a T—p-sikon az origén athaladé félegyenesek. Nagyobb fajlagos
térfogathoz meredekebb egyenes tartozik.
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T novekszik

4.1 Abra Az idedlis gdz izotermaéi

4.2 Abra Az idedlis gaz termikus allapotfeliilete

ES TESTEK
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A
T p novekszik

VAN

VY-

4.3 Abra Az idedlis géz izobér gorbéi

4.3.3. Adiabatak

Az idealis gaz entropikus, tehat adiabatai az izentropikus gorbék; az entrépia
2.1. pontbeli kifejezése alapjan ezek a v—T-sikon

{(v,T) | T*v = const},

illetve a szokasos )
Cp

= —=— = 1 —

v Co + A

jeloléssel
{(v,T) | Tv""! = const}

alakuak; az adiabatakat a masik két sikon

{(v,p) [ pv” = const},

illetve
{(T,p) | TVpl=7 = const }

alakban adhatjuk meg.

4.4. A van der Waals-anyag allapotgorbéi

Olyan van der Waals-anyagot vizsgdlunk (lasd 2.2.), amelynek fajlagos belsd
energidja

e(v,T) = MNeT — < + ¢g
v

alaku tetszoleges v-re és T-re; tehat a regularis tartomanya

kT 2
o )
v

r={om b7
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T novekszik
«
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4.4 Abra A van der Waals-anyag izotermai

4.4.1. Izotermak

Idézziik fel a 2.1 abrat. A van der Waals-anyag adott T h&mérséklethez
tartozd izotermdja a v—T-sikon

— ha T > T,, akkor a ,,T magassaghan futé’, a v = b értékbdl induléd
félegyenes,

- ha T < T, akkor a ,,7 magassiagban futé”, a v = b értékbdl induld
félegyenesnek két — egy véges és egy végtelen — szakasza.

Erdekesebb az izotermék képe a v—p-sikon; itt a T hémérsékletii izoterma a

T
M e (v>b)

v pv,T) = oD 2

folytonosan differencialhaté fliiggvény grafikonjanak az a része, ahol a derivéltja
negativ vagy nulla (a negativ érték a reguldris tartomédnyhoz tartozik).

Azt talaljuk a van der Waals-féle anyag T, = % kritikus homérsékletével,
hogy

— ha T > T,, akkor a derivalt mindeniitt negativ,

— ha T = T,, akkor a derivalt mindeniitt negativ, kivéve a v, pontot, ahol
nulla,

— ha T < T, akkor a derivalt valamely vy és vy helyen nulla, v; < v, < vo, a
Jv1, vo] intervallumon pozitiv, v1-nél kisebb és vo-nél nagyobb helyeken negativ.

Az izotermakat a v—p-sikon a 4.4 dbra szemlélteti. Az izoterméakat a kon-
stiticios tartomanyon kiviil is a p fiiggvény formuldjanak megfeleléen megraj-
zoltuk: a szaggatott vonal mutatja a ,,nem valédi részt”. A formalis izotermak
loka&lis szélséértékeit 6sszekotd vastag vonalak a konstiticios tartomany hataranak,
a spinodalis gorbéknek felelnek meg; az egyszertiség kedvéért ezeket is az Sy és
Sy szimbdélummal jeloltiik.

Ennek alapjdn konnyen elképzelhetjiik a p fiiggvény grafikonjét (amelyet
szokds termikus dllapotfeliiletnek hivni) is: az izotermdakat a lap sikjdban hatrafelé
eltoljuk a homérsékletiiknek megfelel6 mértékben, s igy kirajzolédik a 4.5 dbran
lathaté feliilet.
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v

4.5 Abra A van der Waals-anyag termikus éllapotfeliilete

4.4.2. TIzobar gorbék

A van der Waals-féle anyagnak az adott p nyomdashoz tartozo izobéar gorbéje
a v—T-sikon a

2a (v —b)?

{(U,T) v>b T T:llf(p—l—;;)(v—b)}

halmaz. Ez a
1 a

fliggvény grafikonjanak az a része, amely benne van a konstiticiés tartomanyban.

Elemi differencidlszamitdsi médszerekkel megvizsgdlhatjuk az ilyen fliggvény
menetét.

Azt kapjuk, hogy

— ha p > p., akkor a fiiggvény derivaltja mindeniitt pozitiv,

— ha p = p,, akkor a fliggvény derivaltja mindentitt pozitiv, kivéve a v,
pontot, ahol nulla,

— ha p < p., akkor a fiiggvény derivaltja a regularis tartoményban pozitiv,
a konstiticiés tartomanyon kiviil negativ.

Néhany izobar gorbe képét a 4.6 abra mutatja.

4.4.3. Adiabatak

A van der Waals-féle anyag entropikus, ezért adiabatéi az izentropikus gérbék;
az entrépia 2.2. pontbeli kifejezése alapjan ezek

{(v,T) | T*(v — b) = const}

alakuak.
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4.6 Abra A van der Waals-anyag izobar gorbéi

4.5. Feladatok

1. Szarmaztassuk az idedlis gdz adiabatdit az entrépia ismerete nélkiil a 4.2. pontban megis-
mert differencidlegyenlettel!
2. Irjuk le a van der Waals-anyag adiabatdit a v—p-sikon és a T—p-sikon is.
3. Barmely van der Waals-anyagra (akdrmilyen a és b esetén) bevezetve a

dimenziétlan mennyiségeket, a nyomasfiiggvényt

87 3

3v—1 12

w(v,T) =

formaban reprezentdlhatjuk. Rajzoljuk le ezekben a véltozékban a konstiticiés tartomanyt, a kri-
tikus pontot, az izotermékat és az izobar goérbéket.
4. Mutassuk meg, hogy van der Waals-anyagra

kT

cp(ve, T) — cp(ve, T) = ,

p(0e T) = o (ve,T) =
3k 1

K(ve,T) = > ———,
40T — T,
ahol természetesen T' > T..
5. Igazoljuk, hogy van der Waals-anyagra
p 8%p
a(’UmTc) = ﬁ(UCyTC) = 0!

6. Vizsgaljuk meg az 1.10. 3. feladatban szerepld anyagok izotermdit, izobar gorbéit, adiabat4it!

7. Vizsgaljuk meg a Clausius- és a Berthelot-féle anyagok izotermadit, izobar gorbéit, adiabatdit!

8. Egy anyag piezotropikus pontjanak hivjuk a konstiticiés tartomény azon (v,T) pontjit,
ahol % = 0, a piezotropikus pontok Gsszessége pedig a piezotrdp elnevezést viseli.

Keressiik meg az idedlis géz, a van der Waals-féle, a Clausius-féle, a Berthelot-féle anyag,

valamint az 1.10. 3. feladatban szerepld anyagok piezotrépjat!

5. Kanonikus valtozok

5.1. Alapveto Osszefiiggések

Az egyszerii anyagoknak a definici6jukbdl eredd alapvetd tulajdonsiga — a
fajlagos bels6 energia a hémérséklet szigorian monoton névekvo fliggvénye —
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folytan a hémérséklet és a fajlagos bels6 energia kézotti kapcsolat megfordithatd,
azaz a hémérséklet kifejezhet6 a fajlagos belsé energia és a fajlagos térfogat, az
ugynevezett kanonikus valtozdk fliggvényében. Ez azt jelenti, hogy adott a

{(e(v,T),v) | (v,T) € D}
halmazon a T fiiggvény ugy, hogy
T(e(va T)v U) =T,

illetve
e(v, T(e,v)) =e.

A gyakorlat (tapasztalds) szempontjabdl a kozvetlenill mérhetd v és T a
természetes valtozok, viszont az elméleti vizsgalatokra — f6ként folyamatok di-
namikéjaval kapcsolatban — sokszor az e és v kanonikus valtozok alkalmasabbak.
A termodinamika egyik technikai jellegli nehézsége az, hogy viszonylag egyszerii
(v, T) — e(v,T) esetén sem mindig tudjuk expliciten megadni az (e, v) — T(e,v)
fliggvényt. Ez azonban csak technikai nehézség, amely nem kisebbiti a kanon-
ikus valtozdék elméleti hasznalatanak a jelentdségét.

Természetesen a nyomas, a kémiai potencial, és minden més mennyiség, a
fajlagos entrépia, entalpia és szabad energia is kifejezheték az (e, v) valtozdk
fliggvényében:

|

—

—

Sb

<

= =

I

—

—

=

45

GC)

S =
—

és persze

stb. is fenn &ll.
Ezekbol adédnak a parcidlis derivaltakra vonatkozé

oT 1 oT 2e
72?” 87:_?.’
86 T v 5T
o _F, o _ (0w o,
Oe g—;’ Ov Ov 6T§)—7€ ’
Oe 1 Oe g—T
87:@.’ %:—ﬁ.7

de de
g o (op op
P _ De 9P _ [P _Pay |,
or o9t Ov v eIl

Osszefiiggések, amelyek gy értenddk, hogy igazak mindeniitt, ahol a fiiggvények

differencidlhaték. A e egy megfelel6 fiiggvénnyel valé kompoziciéra utal. Ugya-

nis példaul %I véltozdja e és v, mig - véltozéja v és T, tehat ez a két mennyiség
oT

nem lehet egyenl6 egymaéssal; viszont

oT 1
7(& U) = T(’Uv T(ea U))
2=
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Ezt a hosszadalmas formulat roviditi a fenti jelolés. Ha figyelmesek vagyunk, és
mindig észben tartjuk, hogy mir6l van szé, a szokasnak megfeleléen a e jelet is
elhagyhatjuk.

Mivel a reguldris tartomanyon az e fliggvény folytonosan differencialhato
és a derivaltja mindeniitt pozitiv, inverze, a T fliggvény és vele egyiitt p is
folytonosan differencidlhaté az

{(e(v, T),0) | (v, T) € R}

halmazon, és a belso stabilitasi feltételek valamint a fenti formuldk kévetkeztében
a

oT
e > 0, (5.7)
OpdT  0OpdT

egyenl6tlenségek teljesiilnek.

Vegyiik észre, hogy az utolsé egyenlétlenség bal oldaldn a (T,p) fiiggvény
derivaltjanak, a

oT o7
Ode ov
o op
de ov

métrixnak a determindnsa all.

Végiul megemlitjik, hogy a termodinamika szokasos irodalmaban ugyanaz
az e jeloli a fajlagos belsd energia értékeit (azaz egy valtozot) és az e fiiggvényt
is, hasonldéan T valtozd is és a T fliggvény is, s6t p a valtozé is, a p fliggvény is és
a p fliggvény is. Hogy egy parcialis derivaltakat tartalmazé formulaban melyik
fliggvényrél van szo, arra hagyomanyosan zaréjel mellé indexbe tett valtozdval
utalnak; példaul a mi jeloléseinkkel Osszevetve,

ory _ ot
de ), Oe’
op\ ._9p
de ), T 9e’

op\ _ o
Ov T'_ ov’

Ezekkel a jelolésekkel igencsak hosszadalmasak lennének a fenti formuldk.
Szerencsésebbnek tartjuk, hogy kiilonbozé betiitipusokkal utalunk arra, mely
valtozdk fliggvényeirdl van szd. Tehat:

— a (v,T) valtozo fuggvényei p, ¢, M, s, stb.,

— az (e,v) véltozo figgvényei T, p, u, s, stb.

Adott esetekben, ha sziikségesnek latjuk, fel is hivjuk a figyelmet a fliggvények
véaltozdira.
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5.2. Entropikussag a kanonikus valtozékban

A kanonikus valtozékban az entropikussédg feltétele egyszeriibbé valik. Tek-
intsiik ugyanis az
s(e,v) :==s(v, T(e,v))

entrépiafliggvényt és tegyiik fel, hogy az anyag entropikus. Ekkor az entropikussag
1.7. definicigjabdl és a parcialis derivaltakra vonatkozd 5.1. pontbeli egyenloségekbol
azonnal kovetkezik, hogy

o _1 0 _p Azl e (L P
de T’ ov T’ zaz o ’

ahol Ds az s derivaltjat jeloli.

Ha a fajlagos entrépia kétszer differencidlhaté, akkor az entropikus tulaj-
donsag sziikséges feltétele — a vegyes masodrendil parcialis derivaltak egyenlésége
folytdn — az, hogy

or _ oT op
v e Oe
teljestljon.

Entropikus anyagra a fajlagos entrépia a reguléris tartomanyon kétszer dif-
ferencidlhato, és a masodik derivaltja

oT o1
1 e Ov

DQS = —ﬁ (59)

oT Jp oT Ip
P5e —Tac Pav —Tau
A zéréjelben 16vE métrix szimmetrikus (az el6z8 pontban szerepld szitkséges
feltétel miatt); determindnsa pedig

dTop OTOp
T(&m*mae)

A belso stabilitasi feltételek szerint a matrix bal fels6 sarkdban all6 elem és
a matrix determindnsa pozitiv, ami egyenértékii azzal, hogy a matrix pozitiv
definit. Minthogy a matrix el6tt negativ szorzé all, megallapithatjuk:

Entropikus anyag fajlagos entrdpidjinak mint az (e,v) wvdltozdk
fliggvényének mdsodik derivdltja a requldris tartomdnyon negativ definit.

Felhivjuk a figyelmet a tévedés elkeriilése végett: a fajlagos entrépia masodik
derivéltjdra vonatkoz6 iménti &llitds csak az (e,v) véltozékban érvényes, azaz
(v,T) — s(v,T) mésodik derivéltjira nem &ll fenn.

5.3. Feladatok

1. Az 1.10.3. feladat példdibdl melyikben tudjuk expliciten is megadni a h6mérsékletet a fajlagos
belsd energia és a fajlagos térfogat fliggvényében?
2. Mutassuk meg, hogy entropikus anyagra a kanonikus reguldris tartoméanyon

op_ op_ 0T oy _ op ot

v
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s—, v s—,
Oe ov ov ov
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oM aT ot
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= (—s,v) <6 R ) ,
a P P
oM = 5

DY = (=5, v)D(T, p)

amelyet

illetve

alakba is irhatunk.

3. Entropikus anyag esetén % = % > 0, ezért legaldbbis lokalisan a fajlagos bels6 energiat ki
lehet fejezni a fajlagos entrépia és a fajlagos térfogat fiiggvényében. Jel6ljon é egy ilyen fiiggvényt.
Ekkor persze minden méas mennyiség is megadhaté s és v fliggvényében; jeloljiik ezeket is a szokdsos
szimbdlumok f6lé tett ,,kalappal”. Bizonyitsuk be, hogy

8é,j~ oe
8s v P

4. Téargyaljuk az allapotgdrbéket az e—v-sikon! Mutassuk meg specidlisan, hogy az adiabatédkat

a = —p(e, v) differencidlegyenlet hatdrozza meg!

e
v
6. Fazisok

6.1. Bevezet6 gondolatok

Egy anyag fazisa az anyag valamely jellegzetes tulajdonsdgokkal rendelkezé
megjelenési formdja. Kozismert fazisok a szilard, a folyékony és a légnemii hal-
mazallapot. Ezen tul azonban sokféle fazis létezhet: kiilonb6z6 fazisok példaul
egy anyag szildrd halmazéllapotdban a kiilonboz6 kristalyos médosulatok (al-
lotrop véltozatok). A halmazillapot-valtozdsok latvanyos, j6l megfoghaté je-
lenségek, amelyekben a fajlagos térfogat ugrasszeriien megné vagy lecsokken,
hé6 szabadul fel vagy nyel6dik el. Egyéb fazisatalakuldsok altaldban mar csak
bizonyos mésodlagos mennyiségek ugrasszerti vagy ,,irregularis” valtozasaban
nyilvanulnak meg, példaul a fajho ,,végtelen” nagy lesz.

Tudjuk, hogy a viz bizonyos hémérsékleteken és nyomésokon szilard, masokon
folyékony, ismét masokon légnemii. A kiilonféle kristdlyos médosulatokat is az
jellemzi, mely hémérsékleten és nyomadson léteznek.

A tapasztalat arra utal, hogy egy anyag fazisait a homérséklettel és a nyomassal
lehet meghatérozni. J6l ismertek az alapvetd fazisdiagramok, amelyek a T—p-
sikon mutatjak a halmazallapotokat, illetve az allotrop véltozatokat elvalaszté
ugynevezett fazisgdrbéket (6.1 abra).

Itt rogton feltlinik az a ritkdn hangsulyozott, de jol ismert tény, hogy a
folyadék- és gazfazist elvalaszté vonal véget ér az ugynevezett kritikus pontban.
E folott a kétféle fazis ,,0sszemosédik”, nem lehet megkiilonboztetni Sket.

A halmazéllapotokat elvalaszt6 vonalak meghatérozasiban az eddig héttérben
levé kémiai potencidl jut szerephez: a fazisgorbéket abbdl a feltételbol szoktak
szarmaztatni, hogy a ,,szomszédos” halmazéllapotoknak megfelel6 kémiai po-
tencidlok — mint 7' és p fiiggvényei — vegyenek fel egyenl6 értéket; azaz ha py és
1o jeloli két halmazallapot kémiai potencialjat, akkor a fazisgorbe a

{(T,p) | 11 (T, p) = pa(T,p)}

halmaz. Ezt azonban kétségessé teszi az az elébb emlitett tény, hogy a folyadék-
és gazfazis 6sszemosodik.

A mondottak figyelmeztetnek a fazisokkal kapcsolatos buktatdkra, de egyben
utmutatast is adnak arra, mi a teendonk:
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folyadék

6.1 Abra Fézisgorbék

1. meg kell adnunk az egyszerii anyagok fazisainak pontos fogalmét, amely
tiikrozi, hogy egy fazisban az allapotokat a hémérséklettel és a nyomédssal lehet
jellemezni,

2. le kell frnunk pontosan a kiilonbozé fézisok kapcsolatait (a fazisgorbéket
és egyebeket).

6.2. A fazis definicidja

A tovdbbiakhoz célszer(i bevezetni a (v, T') valtozékban értelmezett T (trividlis)
hoémérsékletfiiggvényt, azaz
T(v,T):=T.

Az el6bbi 1. megallapitasunk szerint egy fazisban az dllapotok a hémérséklettel
és a nyomassal jellemezhetok. Ez a kovetkezot jelenti: egy fazis, jeloljiik Z-vel,
allapotok bizonyos Osszessége, amelyben a fajlagos térfogatot ki lehet fejezni
a hémérséklet és a nyomds fliggvényében, azaz meg lehet adni egy (T',p) —
vz (T, p) figgvényt gy, hogy p(vz(T,p),T) = p. Csak az a kérdés, pontosan
miként hatarozhaté meg ilyen Z és v,.

Tudjuk, hogy a reguldris tartoményon beliil rogzitett T esetén a v — p(v,T')
fiiggvény lokélisan injektiv (szigortian monoton csokken), ezért a

(U7T) = (Tvp)(UaT) = (T’p(U’T)) (610)

fliggvény is lokdlisan injektiv. Egy olyan tartomanyon, ahol injektiv, az inverze

megadja v-t a (T, p) fliggvényében. Egy fizist épp gy hatdrozunk meg, mint egy

lehetd legb&vebb olyan Gsszefiiggd halmazt, amelyen a (6.10) fliggvény injektiv.
Mindezek mér kinaljak az alabbi pontos meghatarozast.

Definicié A (D,p,e, p, R) egyszeri anyag egy fazisa az R reguldris tartomdny
olyan Z osszefiiggd nyilt részhalmaza, amelyen (T,p) injektiv, és Z mazimdlis
ezzel a tulajdonsdggal, azaz ha N 0sszefiiggé nyilt halmaz, amelyen a fenti
fuggvény injektiv és Z C N, akkor Z = N.

Megmutathaté, hogy a regularis tartomany minden eleme benne van egy
fazisban. Ennek bizonyitdsa egyszerii, de nem hétkdznapi matematikai eszkozt,
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Zorn lemma&jat haszndlja fel. Aki ezt nem ismeri, fogadja el a fenti allitast. Ime
a bizonyitds: legyen (v,T') az R eleme. Azoknak az sszefiiggd nyilt halmazok-
nak az Osszessége, amelyek tartalmazzdk (v,T)-t és amelyeken (T ,p) injektiv,
nem {ires, mert van a (v, T)-nek ilyen kornyezete. Ez a halmazrendszer a tar-
talmazéssal rendezett halmaz. Vegyiink benne egy lancot; nyilvanvald, hogy a
lancbeli elemek unidja is benne van a széban forgé halmazrendszerben, és ez a
lanc felsé korlatja. Zorn lemmaja szerint 1étezik a halmazrendszerben maximaélis
elem, és ezt kellett igazolnunk.

A fazis meghatarozdsa nem zarja ki, hogy egy allapot esetleg tobb fazishoz is
tartozzon, ami megfelel annak a ténynek, hogy a folyadék- és gazfazis a kritikus
pont f6lott Osszemosddik, amit kitlinGen szemléltet a van der Waals-anyagok
példéja a kovetkezé pontban.

A termodinamika szokasos irodalméban a fazisrél csak intuitiv médon beszélnek,
pontos meghatarozast nem adnak.

Egy lehetséges félreértés elkeriilése érdekében idéziink egy termodinamika-
konyvbél: ,,A termodinamikai értelemben vett fazisnak nem sziikségszeriien kell
Osszefiiggének lennie; ha egy telitett oldattal egy kristalyhalmaz érintkezik,
az egész halmaz egyetlen fazisnak szamit, mindaddig, amig egyféle kristaly
van jelen.” Egyszeriien szélva ez példdul azt mondja: vizben tiszkél6 (azonos
kristélyszerkezetil) jégdarabok egyetlen fdzisnak szamitanak.

Az idézet nem-Osszefiiggbségre figyelmeztet, mi pedig épp hogy Osszefiiggd
halmaznak definidltuk a fazist. Az idézetbeli nem-0sszefiiggdség valéjaban nem
fazisra vonatkozik (nem jégre), hanem azonos fazisu testekre (jégdarabokra),

a nem-Osszefligglség tehat ott a fizikai térben kilondlld testeket jelent. Ezzel
szemben a fazis az adott meghatarozasunk szerint a v—T'-sikban jelent egy 6sszefiiggd
halmaszt.

Jegyezziik meg: egy anyagnak lehetnek kiilonboz6 fazisai (példaul a viznek,

a HoO-nak a fdzisai a szildrd (jég), a folyékony (a hétkoznapi viz) és a légnemi
(g62)). Természetesen kiilonbozo testek lehetnek ugyanazon anyag azonos fazisdban
(példéul kiilénboz6 jégdarabok).

6.3. A van der Waals-anyag fazisai

Rajzoljuk meg az izobar gorbéket a 4.6 dbranak megfeleléen! Fektessiink
vizszintes egyenest a kritikus hémérséklet alatti mindegyik izobar gorbe lokalis
maximumé&n keresztiil, és jeloljik meg, hol metszi ez az egyenes ugyanazt az
izobar gorbét; a pontok Gsszessége kijeldl egy L, gorbét. Elvégezve ugyanezt az
izobér gorbék lokalis minimuméval is kapjuk az Ly gorbét.

Sajnos az 4.6 dbraba nehézkes az L, és Ly gorbéket berajzolni. Ezért — a
szokasnak megfelelén — inkdbb a v—p sikon szemléltetjiik a fazisokat, 1ényegében
hasonlé médon, amint azt a 6.2 4bra mutatja.

Rajzoljuk meg az izotermakat a 4.4 dbranak megfeleléen. Fektessiink vizszintes
egyenest a kritikus hémérséklet alatti mindegyik izoterma lokalis maximumaén
keresztiil, és jeloljiik meg, hol metszi ez az egyenes ugyanazt az izotermat; a
pontok Osszessége kijelol egy gorbét, amely az elébbi Lg-nek felel meg, és itt
is ugyanazzal a betiivel jeloljik (mint a spinodélis gorbék esetén). Elvégezve
ugyanezt az izotermdk lokdlis minimumédval is kapjuk az Ly gorbét. A 6.2 dbra
szemléltetése szerint jol latszik, hogy az L, gorbe és az S, spinoddlis gorbe
folotti rész a gazfizisnak felel meg, az Sy spinoddlis gorbe és az Ly folotti rész
pedig a folyadékfazisnak.
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o\ folyadék
0‘ ”0
X gdz

\ S

6.2 Abra A van der Waals-anyag fazisai

A két fazis kozos részének az L, és Ly gorbék folotti rész felel meg. Az Sy
és Ly kozotti tartomany a tisztdn folyadékfazist, az S, és Ly kozotti tartomdany
a tisztan gazfazist reprezentdlja.

Figyelem: a szoban forgd halmazok nem fazisok, hiszen a v—p sik részei és
nem a v—1 siké; ezért hasznaltuk a ,felel meg” és a ,,reprezentaljak” kifejezést.

6.4. A fazisok homérséklet—nyomas-jellemzése

Vegyiik a (D, p, e, p, R) anyag egy Z fazisét. A (T,p) fiiggvény Z-n folytonosan
differencidlhaté injekcid, a derivaltja

Op
(O gg) ’
155
amelynek a determindnsa sehol sem nulla, tehdt (7, p) a Z-re lesziikitve 6sszefiiggd
nyilt halmazon értelmezett folytonosan differencialhaté inverzzel rendelkezik,

amelyet
(Ta p) = (’UZ(T7 p)a T)

formaban jeloliink; vz megadja a fazisban a fajlagos térfogatot a hémérséklet
és a nyomas fiiggvényében. Tehat jelolésiink szerint

vZ(Tvp(UvT)) =, p(’vz(T,p),T) =D

Természetesen a fajlagos bels6 energia, a kémiai potencial, és minden mas
mennyiség, a fajlagos entrdpia, entalpia és szabad energia is kifejezhet6k a (T, p)
valtozdk fliggvényében az adott fazisban:

— ez(T,p) :=e(vz(T,p), T),

- (T, p) :=p(vz(T,p),T),

- 8z(T,p) :=s(vz(T,p), T),

- hZ(Tap) = f)(’Uz(T,p), T)a

- fZ(T7p) = f(’Uz(T,p), T)’

és persze

¢(v,T) = ez(T,p(v,T))
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stb. is fenn 4ll a Z-ben levé minden (v, T) esetén.
A fenti meghatarozasokbdl tobbek kozott a kovetkezod dsszefliggések adodnak:

dvz _ 1, vz G,
8p_%7 or ?’
) ’ - 15} ?
op G oT or v o
w1, o FE,
o o~ et
g_ 8aepz Q_ <6eZ _ dey %vf>.
— v ’ - Ov
ov SZ aT aT 8p872

Itt a e jel ugyanolyan szerepet jatszik, mint a 5.1. pontban. A hagyomanyos

jeloléssel pedig példaul
(5), =%
op)r  Op

Fontos szerep jut fazisokkal kapcsolatban a a fazis kémiai potencialjanak,
azaz pz-nek, a kémiai potencidlnak a hémérséklet és a nyomads fiiggvényében.
Entropikus anyagra a Gibbs—Duhem-reldciékbdl (1asd 1.7.) azt kapjuk, hogy

Oz _ Oz _
o7 = 5z, o~ v (6.11)

6.5. A valtozdk cserélgetése

Az el6zéek szerint egyetlen fazisra korlatozédva — de csak ekkor! — jogos a
termodinamika szokdsos targyalasaiban gyakori véaltozdcserélgetés, azaz tetszés
szerint vélaszthatjuk meg a fazis dllapotat lefré valtozdkat (amelyek lehetnek
(v,T) vagy (e,v) vagy (T,p) vagy (s,v) vagy (s,p) stb.), tovdbbd szabadon
hasznélhatjuk a derivaltakra vonatkozé Gsszefiiggéseket, hiszen folytonosan dif-
ferencialhaté fiiggvényekrdl van szé.

6.6. Egy hasznos formalizmus

A termodinamika szokdsos targyalasaiban lépten-nyomon felbukkannak ,,dif-
ferencidlok” és ,,infinitezimalis mennyiségek” pontos meghatdrozds nélkiil; az
ezekkel felirt Osszefiiggések értelmezhetOsége sokszor kétséges.

Most pontos értelmet adunk a szokasos differencidloknak.

Egy egyszerii anyag entropidjara formalisan a

Ts=e+pv—pu
Osszefiiggés igaz, a differencidlokra pedig

sdT +Tds = de + vdp + pdv — dp. (6.12)
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Az entropikussédg feltételét ezen a nyelven
Tds = de + pdv
formaban, vagy ami ugyanaz, a Gibbs-Duhem-reldcidkat
dp = —sdT + vdp

formaban fejezhetjiik ki.
Tovabbé az f = e — T's fajlagos szabadenergiara

df (=de — sdT — Tds) = —pdv — sdT,
és a h = e + pv fajlagos entalpidra
dh (=de+ vdp + pdv) = Tds + vdp.

Ezek a formuldk konnyen észben tarthato6 formalis szabalyok, amelyek 6sszefoglaljdk
az eddig bevezetett fliggvényekre vonatkozé ismereteinket oly modon, hogy d a
fliggvények derivaltjait jeloli az adott valtozdkra vonatkozoéan.

Példdul, ha a (v, T') véltozékat haszndljuk, akkor

1= (5597).
o (61} am) oo e (aT 8T) o),

v’ aT o’ 9T

o (B0 g (B0,
“=\ovar *=\ov ar Stb-

Ha az (e, v) véltozdkat hasznaljuk, akkor
o 0
d=|—=—,=—

(86’ 81)) ’

de = (1,0), dv = (0,1), aT = <8T 8T> stb.

és igy

és igy
de’ v
Ha a (T,p) valtozdékat haszndljuk (ami mindig lehetséges egy Z fazisra

korldtozédva), akkor
0 0
d= a7 a. |
oT’ dp

dT" = (1,0), dp = (0,1), dpz = (

és igy

Ouz Opg
ar " op stb.

Példéul az entropikussag

Tds = de + pdv
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feltétele a (v, T') valtozdkban, illetve az (e,v) véltozékban azonnal adja a 1.7.,
illetve a 5.2. pontban ismertetett formuldkat, de szarmaztathatjuk bel6le — adott
7 fézis esetén — a (T, p) valtozdkra a

08z _ dez | 0Ovy
or — or " Par-
832_8ez 6’02

"o Pop

Osszefiiggéseket is.

6.7. Legendre-transzformaltak

Ebben a pontban entropikus anyagot tekintiink, és maradunk a fiiggvények
elobbi formalis jelolésénél, vagyis mell6zziik a kilonféle betltipusokat, ame-
lyek arra utalnak, milyen valtozékat hasznalunk; ahol a jol érthetéség kedvéért
sziikséges, kifrjuk a valtozokat.
Entropikus testre a fajlagos entrépia parcialis derivaltjai a kanonikus véaltozékban
,,egyszerliek”, azaz kozvetlen fizikai jelentéssel biré mennyiségek. Ezért a fajla-
gos entrépia ,természetes” valtozdi (e,v). Ezekben a véltozékban a fajlagos
entrépiénak a bels6 energia szerinti parcidlis derivéltja pozitiv (a hémérséklet
reciproka), ami azt jelenti, hogy — legaldbbis lokalisan — a fajlagos belsé energia
megadhaté a fajlagos entrépia és a fajlagos térfogat fliggvényében: (s,v) —
e(s,v). Erre
% =T(e(s,v),v)
és
d%e(s,v)  OT(e,v)
ds2  Oe
teljestl. Képezhetjiik tehat a fajlagos belso enregianak az s szerinti Legendre-
transzformaltjat (1dsd a matematikai mellékletet), ami nem mds, mint az

|e=e(s,v)T(e(3a 'U), 1]) >0

f=e—Ts

fajlagos szabadenergia, amelynek ,,természetes” valtozéi T és v.

Hasonldéan, a fajlagos entalpia felfoghaté, mint az etrépia és a térfogat
fliggvényében megadott fajlagos belso energidnak a térfogat szerinti Legendre-
transzformaéltja; ,,természetes valtozdi” s és p.

A fenti differenciélis formulak egyben azt is mutatjdk, melyek a szébanforgd
mennyiségek ,,természetes valtozoi”.

Az idézGjel arra utal, hogy a valtozdék a Legendre-transzformécié szem-
pontjabdl — tehat matematikailag — természetesek, nem fizikai szempontbol.

6.8. Feladatok

1. frjunk fel 6sszefiiggéseket T és p parcidlis derivéltjai, valamint ez és vz parcidlis derivaltjai
kozott!
2. Legyen Z egy anyag adott fazisa, és hy := ez + pvz, azaz hy az anyag fajlagos entalpidja
a hdémérséklet és a nyomds fiiggvényében (hz(T,p) = h(vz(T,p),T)). Bizonyitsuk be, hogy en-
tropikus anyagra
ahz ahz 8’!]2
e, TE v, -12E
orT op or

ahol ¢, az dlland6 nyoméson vett fajhd a (T, p) fliggvényében.
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3. Mutassuk meg, hogy entropikus anyag esetén 805%121 > 0!

4. Szarmaztassuk az 5.3. 2. és 3. feladat képleteit a 6.6. formalizmusdval!

5. Az idedlis gdzoknak egyetlen fazisa van. Adjuk meg a Ak fajhdjii (ahol A > 0) idedlis gédz
energidjat és fajlagos térfogatdt a hémérséklet és a nyomds fliggvényében, és mutassuk meg, hogy

a kémiai potencidlra
T\ A1
W@ =T (3 —to (1) 2)) +eo
To p

érvényes!

7. Faziskapcsolatok

7.1. Bevezeto gondolatok

Megvizsgaljuk, milyen kapcsolatban allhatnak egymassal egy anyag kiilonb6z6
fazisai. Két fazis — vagyis a reguléris tartoméany két 6sszefiiggd nyilt részhalmaza
— egymashoz valé viszonyédt durvan ugy lehet osztalyozni, hogy a két fazis

— egymaésba nylik,

— hatdros egymassal,

— nem hataros egymaéssal.

Ennek a — késébb finomitandé — osztélyozdasnak megfeleléen torténeti okokbdl
nullad-, masod- és elsérendii faziskapcsolatokrdl beszéliink.

Megtartottuk a kialakult elnevezéseket a faziskapcsolatok rendjére vonatkozéan,
de a szokdsos irodalomban fézisatalakulast mondanak faziskapcsolat helyett.
A fazisatalakulds sz6 azonban félrevezetd, mert az &dtalakulds a hétkoznapi
nyelvben valamely torténést jelent, pedig itt egyelére arrdl szé sincs. Az Ehrenfest-
és Tisza-féle osztalyozds (amelyek targyaldsa tdlmutat e konyv keretein) és a
Clausius—Clapeyron-egyenlet (1dsd késébb) nem folyamatokra vonatkozik, hanem
azokat a fazisgorbéket vagy -feliileteteket jellemzik, amelyek a jél ismert fazisdiagramokon
megjelennek, és nem vonatkoznak semmiféle folyamatra. A fazisdtalakulds e
konyvben olyan folyamatot jelent, amelyben megvaltozik a test fazisallapota.

A kovetkez8k mindig gy értenddk, hogy adott egy (D, p, e, u, R) egyszeril
anyag.

7.2. Nulladrendii faziskapcsolatok

Az el6z6 pontban emlitett irdanyelv szerint két fazis nulladrendti kapcsolatét
durvén a fazisok kozos része alkotja. Egy kicsit finomabban {gy fogalmazunk (a
felilvonds a matematikdban megszokott halmaz-lezérédst jelent):

Definicié Az egyszeri anyag Zy és Zs fdzisinak nulladrendii kapcsolata a
Z1NZsNR halmaz. Azt mondjuk, hogy a két fazis nulladrendii kapcsolatban
all egymdssal, ha a nulladrendi kapcsolatuk nem dires.

Ha a két fazis egymasba nyulik, azaz nem diszjunkt — mint a folyadék- és
gazfazis a van der Waals-anyagoknal —, akkor a nulladrendd kapcsolatuk nem
iires; viszont diszjunkt fazisok is dllhatnak egymaéssal nulladrendii kapcsolatban,
ha a hataruk Gsszeér a regularis tartomanyon beliil.
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7.3. Masodrendii faziskapcsolatok

A 7.1. pontban emlitett irdanyelv szerint két fazis méasodrendli kapcsolatét
durvan a fazisok Osszeérd hatara alkotja. Viszont lattuk az elébb, hogy a
reguldris tartomédnyban Osszeéré hatar a nulladrendii faziskapcsolat része. A
mésodrendli faziskapcsolat a regularis tartomanyon kiviil 6sszeéré hatar; méas
széval a masodrendii faziskapcsolatokban a fazisoknak csak hatarpontjai szere-
pelnek:

Definicié Az egyszeri anyag Zy és Zy fazisinak mésodrendii kapcsolata
a Zy N ZyN (D \ R) halmaz. Azt mondjuk, hogy a két fdizis masodrendii
kapcsolatban dll egymdssal, ha a mdsodrendi kapcsolatuk nem tires.

Vilagos, hogy a nulladrend(i és a masodrendi faziskapcsolat kizarja egymast
olyan értelemben, hogy egy allapot nem lehet egyszerre nulladrendii és masodrendi
kapcsolat eleme is.

El6fordulhat viszont, hogy két fazis nulladrendii és mésodrendli kapcsolat-
ban is all egyméssal. Példaul a folyadék- és gazfazis masodrendii kapcsolata van
der Waals-anyagok esetén éppen a kritikus pont, amint ezt majd a 7.7. pontban
meglatjuk.

A mésodrendi faziskapcsolatokban a reguléris tartoményon kiviili dllapotok
szerepelnek. Ez azt jelenti, hogy mésodrendii faziskapcsolatok pontjaiban (e, p, 3t)

— nem folytonosan differencialhaté, vagy

— nem teljesiti a belsd stabilitasi feltételek valamelyikét.

7.4. M-atmenetek

Tipikus eset, hogy masodrendti faziskapcsolat pontjaiban a fajhé ,,végtelenné”
valik, azaz g—; egy ilyen (v, T,,) pontban nincs értelmezve, és egy kornyezetében
béarmilyen értéknél nagyobbat is felvehet.

Sematikusan ugy dbrazolhatjuk egy egyszerli diagramon, hogy a vizszintes
tengellyel reprezentéljuk az dllapotokat, a (v, Ti,) ponttdl balra helyezkedik
el az egyik fazis, jobbra a maésik, a fliggéleges tengelyen pedig a fajho-értékek
szerepelnek (7.1 dbra).

Egy folyamatban, amely atmegy a faziskapcsolaton (példdul az allapotvaltozés
az dbrdn balrdl jobbra halad), a fajhének az dbra szerinti ,,végtelen naggy4d”
val6 valtozasat tapasztaljuk. Ennek a gorbének az alakja miatt szokas az ilyen
fazisdtmeneteket A-dtmeneteknek nevezni (7.1).

A tapasztalat mutat olyan A-dtmeneteket is, amikor csak az egyik fazis
oldalardl né a fajhoé minden hatdron tul, és olyan atmeneteket, amikor a fajhének
véges ugrdsa van (7.2 dbra)

Felhivjuk a figyelmet, hogy a mondottakat attekintésnek, szemléltetésnek
szantuk. A pontos targyaldshoz féloldali derivélt fogalmat kell matematikailag
tisztdzni, ami korantsem egyszerti, hiszen az abraval ellentétben nem egyvaltozos,
hanem kétvaltozés fiiggvényrol van szo.

7.5. Elso6rendii faziskapcsolatok

Az els6rendi féziskapcsolatokhoz azt a szemléletes képet tehetjiik, hogy azt
jellemzik, milyen feltételek mellett létezhet ,,egytitt békésen” példaul ugyana-
zon anyagbdl egy folyadékallapoti test és egy gazallapotu test (példdul egy zart
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7.1 Abra ,, Végtelen” A-atmenet
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7.2 Abra 5, Véges” A-dtmenetek
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edényben viz és folotte a vizgéz). Ez a kép nyilvdnvaléan mutatja, hogy a két
test kiillonboz6 allapotban kell legyen, vagyis az egyik tisztan folyadékallapotban,
a mésik tisztdn gdzdllapotban (amelyekrdl a 6.3. alfejezetben széltunk).

Mas széval, két fazis elsérendii kapcsolataban csak azok az allapotok sere-
pelhetnek, amelyek nem tartoznak a két fdzis kozos részéhez. Pontosabban,
az els6rendl faziskapcsolatok meghatarozasabol eleve kizarjuk a nulladrendii
és a masodrendil faziskapcsolatokat: a Z; és Zy fazis elsérendili kapcsolatanak
meghatérozdsahoz csak a Z1\ Zy és Zo \ Z; részt vessziik tekintetbe. Szavakban:
mindkét fazisbdl azt a részt, amely nem tartozik a maésik fazishoz, sem annak
hatarahoz.

Ezutan pedig a szokasos kovetelményeket irjuk el6: a két fazis elsérendii
faziskapcsolatat azzal hatarozzuk meg, hogy a fazisok azonos hémérsékleti,
nyomasu és kémaiai potenciali pontjai alkotjak.

Ezek szerint fogalmazzuk meg az elsorendii faziskapcsolat fogalmat, amely
matematikailag egy kicsit koriilményesebb az el6z6eknél.

1. Definicié Legyen Z1 és Zy egy anyag két fazisa. Azt mondjuk, hogy (n,T) €
Z1\ Zy és (v9,T) € Zy \ Z; elsb6rendii kapcsolatban &all egymadssal, ha
p(v1, T) =p(ve,T) és p(vy,T) = w(vg, T).

2. Definicié Legyen By azon Z1\Z-beli dllapotok Gsszessége, amelyek elsérendi
kapcsolatban dllnak valamely Zo\ Z1 -beli dllapottal, és legyen By hasonld értelmi
az 1 és 2 index felcserélésével. A Zy és Z, fazis els6rendii kapcsolata a
(B1, By) pdr. A két fazis els6rendii kapcsolatban dll egymdssal, ha az elsérendi
kapcsolatukban szerepld halmazok nem tresek.

Minthogy adott T" esetén v +— p(v,T) injektiv a fazisokon, minden Bj-beli
allapot pontosan egy Bs-beli allapottal all elsérendii kapcsolatban, és ugyanez
igaz az 1 és 2 index felcserélésével. Mas szoval, az ,elsérendi kapcsolatban
lenni” bijekcié B; és By kozott.

A definicio szerint a B; és a By egymasnak megfelel6 pontjaiban a hémérséklet-
és a nyomasértékek megegyeznek, tehat Bi-nek és Bs-nek a T—p-sikbeli képe
megegyezik:

(T, 0)Bi] = (Tp)[Ba] = T (7.13)

Tovabba
M1 (Ta p) = ,MQ(Ta p) ha (T7p) € F? (714)

ahol — és a tovabbiakban is — a 6.4. pontban bevezetett jelolést haszndaljuk ugy,
hogy a fézisokra az indexben egyszertien 1-et és 2-t frunk (tehét py := pz,, stb.)

A 7.7. pontban a van der Waals-anyag konkrét példdjan keresztiil jol megérthetjiik
az elsérendii faziskapcsolatokat.

7.6. Kritikus pontok

Definicié Legyen (By, B2) a Zy és a Zy fdzis elsérendi kapesolata. A
By N By N D halmaz elemeit a két fazis kritikus pontjainak nevezziik.

Viszonylag egyszeriien megmutathatjuk hogy két fazis kritikus pontjai a
fazisok méasodrendii kapcsolatdnak elemei.

Az ugyanis nyilvanvalé, hogy a kritikus pontok a Z; N Z; N D halmazban
vannak, tehat csak azt kell bebizonyitanunk, hogy nincsenek benne R-ben.
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Haszndljuk megint a (v,T) — T (v,T) := T jelolést az egyszer(i fogalmazss
érdekében.

Legyen (v, T.) kritikus pont, és tegyiik fel, hogy benne van R-ben. Ekkor
van olyan kornyezete, amelyen (7, p) injektiv és az inverze is folytonosan differ-
encidlhatd. Ezért — 1évén (v, Te.) a By és a By lezdrtjanak eleme — (T¢, p.) :=
(Te,p(ve, Te)) a T lezdrtjdnak eleme. Ha U a (ve, T.) kornyezete, akkor (7, p)[U]
a (T,,pc)-nek koérnyezete, tehat I' N (T,p)[U] # 0. Ez azt jelenti, hogy van
(’Ul,Tl) € B1NU és ('UQ,TQ) S BQQU, amelyekre T, =15 és p(’l)l,Tl) = p(’UQ,TQ)
all fonn: arra az ellentmonddsra jutottunk, hogy (7,p) a (v.,T.) semmilyen
kornyezetében nem injektiv; kovetkezésképpen (v.,T.) nincs benne a reguldris
tartomanyban.

7.7. A van der Waals-anyag faziskapcsolatai

A 6.3. pontban mondottak szerint egy van der Waals-anyagnak két fazisa
van, a Zy folyadékfazis és a Z, gazfazis, amelyeket a 6.2 abra szemléltet.

Zy az Sy és Ly vonal f6l6tti rész a vonalakat és a kritikus pontot is beleértve,
Zy az Sy és L, vonal f6l6tti rész a vonalakat és a kritikus pontot is beleértve.

Minthogy Sy és S, valamint a kritikus pont nem tartozik a regularis tar-
toméanyhoz, a két fizis nulladrendl kapcsolata az Ly és Ly vonal f6l6tti rész.

A két fazis masodrendii kapcsolata mindossze a kritikus pont.

Z¢ \ Zy, vagyis az Sy és az L, gorbe kozotti rész a tisztan folyadékfdzis,
Zy\ Zy, vagyis az S, és az Ly gorbe kozotti rész a tisztan gdzfazis.

Ezekben a tartomanyokban helyezkedik el az elsérendi faziskapcsolatot je-
lenté By, illetve B, gorbe, amelyek egymasnak megfelelé pontjaiban ugyanaz
a homérséklet, a nyomas és a kémiai potencidl értéke. Ezeket a gorbéket igy
hatarozzuk meg: ragadjunk ki egy izobar gorbét a 7.3 dbran a kritikus nyomés
alatt; ezt elmetszve egy vizszintes egyenessel olyan pontokat kapunk, amelyek-
ben ugyanaz a hémérséklet és a nyomads. Az egyenletek megoldasdval — elvben
(gyakorlatban numerikusan) — meghatdrozhatjuk, hol kell meghtiznunk ezeket
a a vizszintes vonalat igy, hogy a metszéspontokban a kémiai potencidl értékei
is megegyezzenek.

Az izobér gorbéken igy meghatdrozott pontok alkotjak a 7.3 dbra szerint a
By és és a By gorbét, amelyeket binodalis gérbéknek szokds nevezni.

Jol létszik, hogy a 7.6. definiciéban megadott kritikus pont megegyezik a
van der Waals-anyag korabban értelmezett kritikus pontjaval.

Ezzel az abraval egy formélis, de szemléletes mddszer adhaté a binodalis
gorbék megszerkesztésére.

Tekintsiik ugy, hogy a konstitucids fliggvények a 2.2. pontban bevezetett
formulakkal érvényesek a konstitiucids tartomanyon kiviil is, azaz a v—p-siknak
azon a részén, ahol % > 0 (amely megfelel a spinodalis gorbék alatti résznek).
Ekkor ezen a tartomdnyon is, akdrcsak egy fazisban, v — p(v, T) injektiv, tehat
itt is kifejezheto a fajlagos térfogat a homérséklet és a nyomas folytonosan differ-
encialhaté fliggvényeként; jelolje vy ezt a fliggvényt. Ennek segitségével itt is ki
tudjuk fejezni a kémiai potencialt a hémérséklet és a nyomds fiiggvényeként; az
gy kapott ug fiiggvényre is fenndllnak a Gibbs-Duhem-reldcidk (14sd (6.11)). A
konstitticiés tartomanyon tilra forméalisan kiterjesztett p folytonossdga miatt 15
és po folytonosan kiterjeszthetd az Sy spinodélis gorbére, és itt a kiterjesztések
megegyeznek; hasonlé mondhaté az S, spinodalis gorbérdl is.
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\

7.3 Abra A van der Waals-anyag faziskapcsolatai

Rogzitsiink egy T homérsékletet a kritikus érték alatt; jelolje ppin(T) és
Pmaz(T) azt a nyomdsértéket, ahol a T hdmérsékletii izotermdnak minimuma,
illetve maximuma van! A mondottak szerint p (T, pmin(T)) = to(T, Pmin(T))

és Ho (T7 Pmaz (T)) = HUg (T7 Pmax (T)) .
Barmely p nyomaésra

ps(T.p) = p1g (T, p) = [0 (T.p) = 115 (T, Pmin (T)] +
+ [UO(T7 pmin(T)> - MO(Ta pmaw(T))] + [,U/g(Tv pmaa:(T)) - ,ug(Tv p)]>

amibdl a kémiai potencidl v szerinti parcidlis derivéaltjara vonatkozé Gibbs—
Duhem-relécié alapjan

tg(T,p) — ps(T,p) =

Pmin (1) Pmax(T) p
= ve(T, m)dm + / vo(T, m)dm + / vy(T,m)dm. (7.15)
p Pmin(T) Pmax(T)

Az a p nyomds jeloli ki a 7" hémérsékletli izoterman a By és a B, gorbe
egymdésnak megfelel6 pontjait, amelyre a fenti egyenléség bal oldala nulla, tehat
a jobb oldala is.

Ha derékszoggel elforgatva néziink a v-p sikra, akkor jol latjuk, hogy a
(nyomds szerinti) integralok mely fliggvények alatti teriileteket jelentenek. En-
nek alapjdn megallapithatjuk, hogy olyan p nyomésértéknek megfeleld vizszintes
egyenessel kell elmetszeniink az izotermat, amely alatti ,,v0lgy”, illetve feletti
,,domb” teriilete megegyezik, amint azt a 7.3 dbra vonalkdzott részekkel mu-
tatja. Ezt a szerkesztést szokas Mazwell-féle szabdlynak nevezni.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az iménti konstrukciéban a teriiletek egyenlosége
csak egy formdlis szamolds eredménye, nincs fizikai tartalma, hiszen a kon-
stituciés tartomanyon kiviili, fizikailag értelmetlen formuldkat is hasznaltunk.

A mondottak alapjan konnyen megrajzolhatjuk a By és B, gorbéket a v——p-
sikon.

A Maxwell-féle szabalyb6l még valami kiolvashatd. Rogzitsiink egy T, hémérsékletet
a kritikus érték alatt, és legyen p, az elsérendii faziskapcsolatot jellemz6 hozza
tartozo nyomas.
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Tekintstink egy a kritikus értéknél kisebb p nyomaést, és hiizzuk meg az altala
meghatdrozott vizszintest a 7.3 dbran!

Ha p > p,, akkor a volgy teriilete nagyobb, mint a dombé, ha p < p,, akkor
kisebb. Minthogy a (7.15) formula szerint a volgy teriiletét negativ eldjellel
kell figyelembe venni, a dombét pozitivval, megallapithatjuk: ha p > p,, akkor
/Lf(Tmp) < N’g(Tmp)a ha viszont p < pg, akkor Nf(Taap) > Mg(Taap)7

A hémérsékletértéket tetszélegesen valasztottuk, ezért elhagyva az indexét,
a mondottakbdl azonnal kovetkezik:

— ha (T,p) a By és Sy gorbék kozotti részben van, akkor pu¢ (T, p) > pg(T, p),

— ha (T,p) a B, és S, gorbék kozotti részben van, akkor pq (T, p) > (T, p).

Késobb, a 17.4. alfejezetben bemutatjuk, ez azt jelenti, hogy a By és Sy
gorbék kozotti rész a tulhevitett folyadékallapotok, a By és S, gorbék kozotti
rész a tilhiitott gazallapotok.

7.8. A Clausius—Clapeyron-egyenlet

Alljon a Z; és Z, fazis egymdssal elsérendii kapcsolatban, legyen (By, By) az
els6rendii kapcsolatuk! Idézziik fel a (7.13) és (7.14) formulakat!

Szemléletesen: a 6.1 dbran a folyadék- és gazfazist elvdlasztd gérbe nem maés,
mint a fenti I', amely a 7.3 abran levé By és B, binodalis gorbék egybees6 képe.

Valamivel azért még addsok vagyunk: a van der Waals-anyag esetébol ki-
indulva altalaban is gorbékrdl beszéliink; jogos ez? valéban gorbe By, By és
Gamma? A valasz igen, de ezt csak egy kissé korillményesen tudjuk bebi-
zonyitani.

Elbszor: (T,p) a fézisokon injektiv és az inverzével egyiitt folytonosan dif-
ferencidlhato, ezért ha I' gorbe, akkor By és Bs is gorbe.

Mésodszor: (T, p) fenti tulajdonsdga miatt a fazisok nyilt részhalmazait nyilt
halmazba képezi, tehat

Q= (T,p)[Z1\ Z2) N (T, p)[Z2\ Z1]

a T—p-sik nyilt részhalmaza.
Harmadszor: az elsérendil fdziskapcsolat definicidja alapjan nyilvanvald,
hogy u1 (T, p) # p2(T,p) ha (T,p) az Q\ T eleme, és ezért

I'={(T,p) € Q| ui(T,p) = pa2(T,p)},

vagyis I az a halmaz, amelyen a 1 — uo fliggvény az Q-n nulla értéket vesz fel.

Negyedszer: ha (T,p) € T', akkor (vl(T,p),T) € By és (vg(T,p),T) € Bo,
tehét ezek az elemek nem lehetnek egyenl8k, azaz vy (T, p) — vo(T,p) # 0.

Otodszor: ha az anyag entropikus, akkor a Gibbs-Duhem-reldcick (14sd
(6.11)) értelmében W = v; — v, ami nem nulla I'-n, ezért az implic-
itfliggvény-tétel kovetkeztében I'-nak — annak a halmaznak, ahol pu; — uo a nulla
értéket veszi fel —, minden (Tp,po) eleme rendelkezik egy olyan kornyezettel,
hogy I'-nak ebbe a kornyezetbe es6 része egy folytonosan differencialhaté T —
p(T) fuggvény grafikonja, amely a

@ _ Sl(Tap) B SQ(Tvp)
aTr vl(T7p) - UZ(T7p)

(7.16)

differencidlegyenletnek a p(Tp) = po kezdeti feltételt kielégité megolddsa. Ez
maga utan vonja, hogy I' egy dimenzids részsokasag, azaz gorbe.
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A (7.16) dgynevezett Clausius—Clapeyron-egyenletet a
QIQ(Tap) = TSl(T,p) _TSQ(Tap) ((Tvp) € F)
fajlagos atalakulasi hével

d7p _ qu(Tap)
dT T(’U1 (T, p) - 7)2(T7 p))

alakba is szokas irni, amely azért elényos, mert kozvetleniil mérheté men-
nyiségek szerepelnek benniik.

Most kérjiik az olvasot, lapozzon vissza, és tanulményozza &t a 3.12. pontban
mondottakat.

7.9. Feladat

Szokédsosan a folyadék—gaz fazisgorbét leiré Clausius—Clapeyron-egyenlet a kovetkez8képp
kozelitik:
— a (2) gazfazis fajlagos térfogata mellett az (1) folyadékfdzis sokkal kisebb fajlagos térfogatit
elhanyagoljédk,

— a gazt idedlisnak modellezik, azaz v (T, p) = &L

0
— az atalakuldsi hét egy (To, po) ,,referenciaponthoz” tartozé go értékével helyettesitik:

dp _qop
dT ~ kT2’

Mutassuk meg, hogy igy a

p(T) = po CXP{M}

kTT,

kozelité megoldashoz jutunk.

8. Testek

8.1. A test fogalma

Egy test nem més, mint bizonyos mennyiségli anyag: egy darab vas, egy
vodor viz, egy edénybe vagy tomlébe zart gaz. A test részecskeszama valtozhat
a folyamatai sordn: a viz parolog, a gaz kiszivarog, stb. Fontos, hogy mindig ho-
mogén testet értiink testen. Egy vodor viz egy benne tszé jégdarabbal egytitt
nem homogén test, noha ugyanazon anyag bizonyos mennyiségérol van szoé; ez
két kiilonbozo test, amely ugyanabbdl az anyagbdl all. Ugyancsak nem homogén
test egy fallal elvalasztott edény két részében levé azonos anyagi gazmenyiség
sem, ha példaul az egyiknek a nyomdsa nagyobb, mint a masiké.

Egy test allapotat az anyaganak termodinamikai dllapotan kiviil a részecskeszama
is jellemzi. A részecskeszam értékei valdjaban csak egész szamok lehetnek, azaz
a részecskeszam diszkrét valtozo; célszeriien azonban folytonos véltozonak tek-
intjiik, azaz gy vessziik, hogy a részecskeszam barmilyen nem-nemnegativ szam
lehet®. Mi t&bb, megengedjiik a részecskeszam nulla értékét is, hogy targyalni
tudjunk olyan folyamatokat, amelyben a test tomege teljesen elttinik: példaul a
viz a vodorbdl elpérolog.

5Bz a kis ,csalds” megfelel annak a mindennapos gyakorlatnak, hogy egy anyag
tomegeloszlasat is folytonosnak vessziik.
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Egy testet tehdt egyrészt az anyaga, masrészt a részecskeszama jellemez. Az
anyag alapvaltozéi a konstitiiciés tartomanyban levo v és T', ezekhez jarul még
az N részecskeszam, amely nem negativ valds szam lehet.

A test dllapotainak tehdt a lehetséges (v, T, N) értékeket nevezziik, de vigydznunk
kell egy kicsit: a nulla részecskeszdmnak (nincs anyag a testben) csak egy éllapot
felel meg, ezért (v1,T1,0) és (ve,Ts,0) ugyanaz az allapot minden lehetséges
(v1,T1) és (ve,Ts) esetén. Ezt figyelembe véve — a nulla részecskeszamu dllapot
amugy is egy szélsOséges eset — maradhatunk anndl, hogy a test allapotai a
(v, T, N) értékek, ahol (v,T') a test anyagdnak konstitticiés tartoményaban van
és N akarmilyen nemnegativ szam.

A testet entropikusnak mondjuk, ha az anyaga entropikus.

Ha egy test olyan folyamatait vizsgdljuk, amelyekben a test részecskeszama
allandé, a nulla részecskeszami eset érdektelen, a nem nulla esetben pedig a
részecskeszamtol eltekinthetiink, és vehetjiik a (v, T') part — illetve az (e, v) pért
— a test allapotanak.

8.2. A teljes mennyiségek

A testekkel kapcsolatban tobbnyire célszerti bevezetni a V' := Nv (teljes)
térfogatot, és ezt haszndlni véltozonak a fajlagos térfogat helyett, ami pon-
tosan a kovetkezoket jelenti.

A test (v, T, N) dllapotai helyett a megfelels (V, T, N) ugyancsak allapotoknak
nevezett mennyiségeket hasznéljuk.

Az N = 0 esetet kivéve

(v,T,N)— (Nv,T,N) =: (V,T,N)
végtelen sokszor differencidlhaté bijekcid, amelynek az inverze
(V,T,N) — (V/N,T,N)

szintén végtelen sokszor differencialhato.
Ha N # 0, és (V,T,N) olyan, hogy (V/N,T) a test anyaganak konstiticids
tartomanyaban van, akkor bevezethetjiik a

p(V,T,N) :=p(V/N,T)

formuldval értelmezett fiiggvényt, és hasonldan ji-t is. A révidség és attekinthetéség
kedvéért elfogadjuk azt a szokdsos kétértelmii jelolést, hogy p-t és p-t {runk p,
illetve ji helyett, azaz két kiillonbozé fliggvényt ugyanaz a betil jelol.
Ekkor a kovetkez6 Gsszefliggések érvényesek:
ap 1 0p op v Op

Vv Now  ON N

Tovabbé a fajlagos mennyiségek helyett altaldban a teljes mennyiségeket

hasznaljuk:
E(V,T,N) := Ne(V/N,T) a (teljes) energia,
S(V,T,N) := Ns(V/N,T) a (teljes) entrépia,

H(V,T,N) := Nh(V/N,T) a (teljes) entalpia,
F(V,T,N) := Nf(V/N,T) a (teljes) szabad energia.
Ekkor
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o0& Oe o0& 0Oe g Je

ov _av  or “or  oN ‘o
és hasonlo Osszefiiggések allnak fenn S-re, H-ra, F-re is; ezeket az elébbiekben
elfogadott kétértelmiiségnek megfeleléen tgy kell érteni, hogy a bal oldalon
(V,T,N), a jobb oldalon pedig (v,T) = (V/N,T) a véltozd.

Kovetkezésképpen a teljes mennyiségeknek a térfogat és a hémérséklet sz-

erinti parcidlis derivaltjai ugyanolyan oOsszefliggéseknek tesznek eleget, mint a
fajlagos mennyiségek, azaz entropikus testre

[0S 0 oS 0
av _av P Tar T ar
OF oOF
awv- P g~
Tovabbé a részecskeszam szerinti parcialis derivaltra
oS o€ oF

oN —on ¥ oy TH

all fenn.

8.3. A teljes kanonikus valtozok

Testekkel kapcsolatban az e és v fajlagos kanonikus valtozdk helyett sokszor
célszerii az E := Ne (teljes) belsS energiat ésa V := Nv (teljes) térfogatot
hasznalni, ami pontosan a kovetkezdket jelenti.

A test (e, v, N) éllapotai helyett a megfelels (E, V, N) ugyancsak éllapotoknak
nevezett mennyiségeket hasznaljuk, amelyeket teljes kanonikus valtozoknak hivunk.

Az N = 0 esetet kivéve

(e,v,N)+— (Ne,Nv,N) =: (E,V,N)
végtelen sokszor differencialhaté bijekcié, amelynek az inverze
(E,V.N) = (E/N,V/N,N)

szintén végtelen sokszor differencialhaté.
A most kovetkezékben mindig N # 0.
Bevezetjiik a

T(E,V,N):=T(E/N,V/N)
fliggvényt, és hasonléképpen p-t és -t is. Ezek folytonosan differencidlhatok.
A rovidség és dttekinthetdség kedvéért itt is elfogadjuk azt a jol bevélt
szokdst, hogy T-t irunk T helyett stb., azaz két kiillonbozo fiiggvényt ugyanaz a
betii jelol. Ekkor konnyen kapjuk, hogy

oT 10T oT 10T

9E " Noe oV Now
amit az el6bbiekben elfogadott kétértelmiiségnek megfeleléen ugy kell érteni,
hogy a bal oldalon (E,V,N), a jobb oldalon pedig (e,v) = (E/N,V/N) a
valtozok.
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Tovabba
or _ 1 ot _ oT
oN ~ N\ ‘o "av )’
vagy ami ugyanaz,

oT oT oT
F— — 4+ N— =
o Py T Von =0
és hasonl6 formuldk érvényesek p-re is, p-re is.
Az
-S(E,V,N):= Ns(E/N,V/N),
- F(E,V,N):= Nf(E/N,V/N)
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(8.17)

formuldkkal értelmezett fliggvényekre konnyen szdrmaztathatjuk (a kordbbi kétértelmii

jeloléssel) a
os_os o5 _os
OE  0e’ oV v
és a
o5 _ _ 0 _ 08
oN ~ 7 “9e  'ov
Osszefiiggést, amelyekbol

0S 0S 0S
S = Ea—E—&-VW—&-Na—N

kovetkezik; hasonlok adédnak H-ra is, F-re is.

(8.18)

Most pontos formuldkban all el6ttiink az, amit szokasosan gy fogalmaznak

meg, hogy

— atestek intenziv mennyiségei — T, p és pn — az (E, V, N) extenz{vek homogén
nulladrendii fiiggvényei, (8.17) pedig az ilyen fliggvényekre vonatkozé Euler-féle

Osszefiiggés,

— a testek extenziv mennyiségei — S, H és F' — az (E,V,N) extenzivek
homogén elsérendii fiiggvényei, (8.18) pedig az ilyen fiiggvényekre vonatkozd

Euler-féle 6sszefiiggés.

8.4. Entropikussag a teljes kanonikus valtozékban

Entropikus test esetén tehat a teljes entropiara a teljes kanonikus valtozokban

os_ 1 o0s_p 5 p
oE T’ 0 T’ ON T’
azaz .
P X
DS=(=,=,—=
S T T>
all fenn.
Az entrépia masodik derivaltja
oT oT oT
OF oV N
1 a ) ) d
D!'S=—— | Por—Tar Pov—Tov  Pov — Ton
—JJaE-i-TJJ —yav—i-T‘}J —}JaN-i-TJJ
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Mivel ez szimmetrikus, bizonyos parcialis derivaltak kozott osszefliggések allnak
fenn. A 8.3. (x) egyenl6séghdl, valamint a p-re és p-re fenndllé hasonl6 egyenl6ségbol
azonnal latszik, hogy a matrix utolsé oszlopa az elsé két oszlop linearis kom-
bindcidja, ezért a métrix determindnsa nulla. Tovabba igen egyszert tény,
hogy a fajlagos entrépia méasodik derivaltjanak negativ definitségét kifejezo
egyenl6tlenségek érvényben maradnak a teljes entrépidra is:

oT oT dp  IJT Op
e~ % aEav avaoe ~V

Ezutan egyszeriien kapjuk a kovetkez6 fontos eredményt:

Entropikus testre D>S(E,V, N) negativ szemidefinit minden lehetséges
(E,V,N) esetén; a magja egy dimenzids, amelyet (E,V,N) feszit ki.

A termodinamika szokésos targyaldsaiban néha megkovetelik, hogy a teljes
entropia masodik derivéltja legyen negativ definit, ami nem lehetséges.

Itt érdemes megjegyezni azt is, hogy két negativ szemidefinit forma Gsszege
is negativ szemidefinit; ha a magjuk metszete a nulla altér, akkor az Osszegiik
negativ definit. Kovetkezésképpen D2S(Ey, Vi, Ni) + D?S(Es, Vo, No) akkor és
csak akkor negativ definit, ha (F1, Vi, Ny) és (E2, V2, No) nem parhuzamos, vagy
ami ugyanaz, (E1/N1,V1/N1) # (Ea/N2,Va/Na), masképpen (e1,v1) # (e2,v2).
8.5. Egy hasznos formalizmus

A 6.6. pontban mondottaknak megfeleléen a testekre vonatkozé mennyiségekkel
is hasznalhatjuk a differencidlokat a megfelel$ értelemben. A

TS =E+pV —uN
Osszefiiggésbol a fliggvények differencidljara
SdT + TdS = dF + Vdp + pdV — Ndu — pdN

adédik.
Az entropikusséag feltételét ezen a nyelven

T4S = dF + pdV — udN (8.19)
forméban, vagy ami ugyanaz, a Gibbs—Duhem-reldcidkat
Ndy = —SdaT + Vdp

forméban fejezhetjiik ki.
Tovabba a H = E + pV teljes entalpiara

dH(=dE + Vdp + pdV) = TdS + Vdp + pdN,
és az F' = FE — TS teljes szabadenergiara
dF(= dE — SdT — TdS) = —pdV — SdT + pdN.

Ezek a formuldk konnyen észben tarthato formalis szabédlyok, amelyek osszefoglaljak
az eddig bevezetett fliggvényekre vonatkozé ismereteinket oly médon, hogy d a
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figgvények derivaltjait jeloli az adott valtozokra vonatkozdan, ugyantigy, mint
a 6.6. pontban. Példaul, ha a (V,T, N) véltozdkat hasznaljuk, akkor

i (0 0 o
- \9V’OT ON )’

ha az (E,V, N) valtozokat haszndljuk, akkor

R
~ \OE’9V’ON )’
és igy tovabb.

8.6. Feladatok
1. Szarmaztassunk Osszefiiggéseket entropikus test teljes szabadenergidjanak parcialis derivéltjaira

a kanonikus valtozékban!
2. Adjuk meg egy idedlis gazbdl, illetve egy van der Waals-anyagbdl allé test nyomdésat a

(V, T, N) fuggvényében, majd az (E,V, N) fuggvényében &llandé fajhd mellett!
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II. EGYSZERU TESTEK RENDSZERE

Anyag, test, folyamat: harom kiilénbozé fogalom, amelyek a termod-
inamika szokdsos targyaldsaiban egymasba folynak, osszekeverednek. Ahhoz,
hogy tisztan lassunk és jol miikodd elméletet épitsiink fel, igen fontos ezeknek
a fogalmaknak az éles elkiilonitése.

A kozonséges termodinamika felépitésérél az Elészéban mondottaknak megfeleléen
az el6z6 részben megtettiik az elsd 1épést: pontosan meghatiroztuk a testek
onnon tulajdonsagait és folyamatait jellemz6 mennyiségeket. Kozelebbrol: megad-
tuk az anyag és a test matematikai modelljét, és targyaltuk bizonyos folyamatok
kinematikéjdt (formai tulajdonsdgait).

Ebben a részben a masodik és harmadik 1épés kovetkezik: megadjuk a testek
kozotti kolesonhatasokat jellemzé dinamikai mennyiségeket és a folyama-
tokat leir6 dinamikai egyenleteket.

Tél van, egy meleg helyiségben &ll egy vodor viz. Egy forré vasgolyot és
jégdarabokat tesziink a vizbe. A vasdarab hiil, a viz melegszik, melegszik t6le
a helyiségben levé levegd, mikozben az hil is a kinti hideg miatt, és az ablak
résein szivarog is a levego.

A vasgolyd, a vodor viz, a jégdarabok, a helyiségben levd levegé-mennyiség
és a kinti levegd: ezek testek, amelyek kapcsolatban dllnak egymaéssal és a kapc-
solatuktdl fiiggden torténik velitk valami, azaz indul el egy folyamat.

A testek folyamatai kolesonhatdsok kovetkezményei; a kdlesonhatdsok nem a
testek 6nnon tulajdonsagai, hanem a testek egymas kozotti kapcesolata. Ugyana-
zon anyagbdl allé forré vasdarab gyorsabban hiil le vizben, mint levegében. A
lehiilés folyamata nem a vas énnon tulajdonsdga, még csak nem is a vas és a
viz mint anyagok egyiittes tulajdonsaga, hanem a vasdarab és a vizdarab mint
testek egytittes tulajdonsaga, hiszen a lehiilés folyamata fiigg attol, mekkora és
milyen alaku a vasdarab, mekkora a vizmennyiség.

9. Egy test dinamikajanak jellemzo6i

9.1. Folyamatok

Mint mondtuk, a folyamatok testek kolcsonhatasa révén alakulnak ki. Most
kiragadunk egy testet, és vizsgaljuk milyen hatdsok érhetik, azok hogyan be-
folyésoljék allapotanak valtozasait.

Egy test allapotat a térfogata, a hémérséklete és a részecskeszama, vagy a
belso energiaja, térfogata és a részecskeszama hatarozza meg; az el6z6 fejezetben
mondottak szerint a nulla részecskeszamu esetet kivéve az allapotot leirhatjuk
akér a (v, T, N) vagy (e,v, N) akdr a (V,T, N) vagy (E,V, N) mennyiséggel.

73
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A most kovetkez§ dltalanos meggondoldsokban az (E, V, N) teljes kanonikus
mennyiségeket hasznéljuk, mert igy egyszerlibb az irasméd; természetesen a
nem kanonikus valtozdkra is értelemszertien minden atfogalmazhatd, és egyes
specidlis esetekben azok lehetnek célravezetdk.

Egy test folyamata az allapotanak idébeli valtozasa, vagyis egy idéintervallumon
értelmezett t — (E(t), V(t), N(t)) fiiggvény. A jelolésekre vonatkozéan vissza-
utalunk a 3.1. pontban mondottakra.

9.2. Az els6 fotétel

Egy test bels§ energiaja haromféleképpen valtozhat meg:

— hoéatadassal, azaz bels6 energia kozvetlen ataramlasaval,

— munkavégzéssel,

— anyagmennyiség (részecskék) eltdvozdsa, illetve befogadédsa éltal torténd
energiaszallitassal.

Felhivjuk a figyelmet, hogy félrevezeté lehet a hoéatadas sz6, amely a régi,
ugynevezett héanyagelmélet alapjan honosodott meg, és azt sugallja, mintha
volna valamely 6nall6 ,,hémennyiség”, amelyet az egyik test atad a masiknak.
Mi is kovetjiik a kialakult széhasznalatot, amellyel rovidebben tudunk fogal-
mazni; elkeriilhetjiik a félreértést, ha esziinkbe véssiik, hogy

yatadott hé” = ,,ataramlott bels6é energia”

Sokat hasznalt fogalom a fagydshé (olvadédshd), parolgashd, égéshé stb. is,
olyan ,,hék” amelyeket egy test egy masiknak atad halmazallapot-valtozéas vagy
anyagatalakulas folyaman; ezek valdjdban anyagatadaskor bekovetkezo fajla-
gos belsGenergia-valtozast jelentenek. Példaul nulla Celsius fokon és 1égkori
nyomason 1 gramm viz belsé energidja nagyobb, mint 1 gramm jégé; a kiilonbozet
a fagyasho, ezt adja 4t a kornyezetének a viz, mikézben molekuldi ,,atvandorolnak”
a jégbe.

A héatadésra legtobbszor a —A(T — Ty) Newton-féle formulét tekintik, ahol
T a test homérséklete, T, a testtel érintkez6 masik test homérséklete, A pedig a
testek kapcsolatara jellemzé egyiitthaté. Pontosabban ezt igy fogalmazzuk meg:
atest (E,V, N) allapotaban a testnek id8egység alatt atadott hd —\(T(E,V, N)—
T*). A Nreton-féle formula csak egy lehet6ség — és latni fogjuk, vigyazni kell
vele, miként alkalmazhat6 — viszont jol ravilagit a teendénkre: minden esetben,
attdl figgben, milyen kolesonhatasban vesz részt a szoban forgd test, meg kell
adnunk a test (E,V, N) dllapotdban

— a testnek idBegység alatt atadott Q(E, V, N) hot,

— a testen idGegység alatt végzett W(E,V, N) munkat,

— a testre idGegység alatt anyagmennyiséggel szallitott L(E, V, N) energidt,

és ezekkel a test idOegység alatti belsGenergia-véaltozasara a
E=Q(E,V,N)+W(E,V,N) +L(E,V,N) (9.1)

Osszefiiggés all fonn. Ez a termodinamika elsé f6tételének a szabatos

megfogalmazasa.

9.3. A dinamikai egyenlet

Az Eldszéban mondottak szerint alapvetd feltevésiink, hogy hasonléan min-
den jol miikodd fizikai és technikai elmélethez, a termodinamikéban is egy
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test folyamatainak dinamikajat differencidlegyenlet formajaban tudjuk megfo-
galmazni, vagyis egy test t — (E(¢),V(¢),N(t)) folyamatait valamely differ-
encialegyenlet hatdarozza meg.

Vegyiik észre, hogy a (9.1) els6 f6tétel valdjaban differencidlegyenlet. Igen
am, de csak egy egyenlet, viszont harom meghatarozandé mennyiségiink van.
Kell még egy-egy egyenlet V és N idobeli valtozasara is. A Newton-féle for-
muldhoz hasonldéan legtobbszor azt tekintik, hogy a térfogat idGegység alatti
megvaltozdsa S(p — p.) alakba {rhat6, ahol p a test nyomdsa, p. a testtel
érintkez6 mésik test nyomadsa, 3 pedig a testek kapcsolatdra jellemz6 egyiitthato.
Itt is persze pontosabb fogalmazassal p helyett p(E, V, N) kell, hogy szerepeljen,
és azonnal 1atjuk, az el6zéekhez hasonléan az a teendénk, hogy minden esetben,
attdl fuggben, milyen kolesonhatasban vesz részt a szoban forgd test, meg kell
adnunk a test (E,V, N) dllapotdban

— az F(E,V, N) mennyiséget, amely a térfogat idSegység alatti megvaltozdsat
jellemzi,

— a G(E,V, N) mennyiséget, amely a részecskeszam idGegység alatti megvaltozasat
jellemzi.

Mindezekkel a Q, W, L, F és G dinamikai mennyiségekkel egy testre a
dinamikai egyenlet

V =F(E,V,N),
N =G(E,V,N).

Ez mar jol meghatdrozott kozonséges differencidlegyenlet. Azonban csak egy
testrél szol, marpedig a folyamatok tobb test kolcstnhatdsa révén valésulnak
meg. Tehdt minden egyes a kolcsonhatasban részt vevo testre hasonld egyen-
let érvényes, méghozzd dgy, hogy a Q, W stb. mennyiségek nemcsak egy
test allapotatdl fiiggnek, hanem a kolcsonhaté testek allapotatol egyiittesen.
Hamarosan errdl is bévebben szélunk.

9.4. A munkavégzésrol és az energiaszallitasrol

A munkavégzés gy szerepel az elsé fétételben, hogy akkor pozitiv, ha test
belsé energiajat noveli. A test kiterjedésekor munkat végez egy masik testen
a belsé energidjanak rovédsara, tehdt ekkor a munkavégzés negativ. Egy folya-
matban az id6egység alatti munkavégzés mindenképp tartalmazza a tdguldsi
(6sszehtizéddsi) munkét (a test a feliiletének minden kis darabjdra a felszinnek
és a nyomasnak a szorzataval egyenl6 er6t gyakorol, és a rajta végzett munka az
erének és a feliiletdarabka elmozduldsdnak a szorzata). Tehat egy folyamatban
az adott testen a masik altal idGegység alatt végzett munkanak része a —pV
mennyiség. Altaldban azonban térfogatvaltozas esetén a bels6 surlodas ellen is
kell munkat végezni, meg a test molekuldinak megmozgatasara is. Akar tagul
a test, akar Osszehuzdédik, ez munkavégzés mindig csak nodvelheti a belsé en-
ergidjat. Ezt egy (E,V,N) — ®(E,V,N) > 0 fiiggvénnyel irhatjuk le, amelyre
az teljesiil, hogy nulla értéket vesz fel ott, ahol F értéke nulla. Mi csak azt a
legegyszeriibb esetet fogjuk tekinteni, amikor ® ardnyos F2-tel, azaz

W = —pF + nF?,
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ahol (E,V,N) — n(E,V,N) > 0 a test mechanikai veszteségi tényezdje,
amely a viszkozitassal rokon mennyiség. Idealis a munkavégzés, ha n = 0.

Mint mar emlitettiik, a kémiai potencial az egységnyi részecskeszam-valtozasra
juté belsGenergia-valtozast adja meg. Egy folyamatban ez mindenképp tartal-
mazza a résezcskeszam valtozasaval aranyos pN mennyiséget; ezen til azonban
részecskeszdm-valtozaskor (gondoljunk arra, hogy egy tomlébél kidiffundal egy
géz) a molekuldk mozgatdsira is kell energiat forditani. Ismét csak a lege-
gyszerlibb esetre korlatozddva az

L= pG + £G

energiaszéllitast tekintjik, ahol (E,V,N) — &(E,V,N) > 0 a test kémiai
veszteségi tényezije. Idedlis az energiaszéllitas, ha £ = 0.

9.5. Néhany sz6 az els6 f6tételrol

Szokasosan az elsd f6tételt
dE =0Q 4+ W + 6L (9.2)

alakba irjak, ahol dF a bels6 energia ,,infinitezimélis megvéltozasa”, §Q az
,,infinitezimalis h&” stb.
Azt mondjék, hogy dF teljes differencidl, mig a 6Q) stb. nem teljes differ-
encialok.
Mint 1dttuk, az elsd f6tétel szabatos megfogalmazdsa (9.1). Ezen keretek
kozott nyilvanvald, mit jelent a teljes differencial: egy idéfiiggvény differencialhanyadosat.
A nem teljes differencidl jelentése pedig az, hogy nincs olyan (E,V,N) —
®(E,V, N) fiiggvény, amelyre Q(E(t), V(t), N(t)) = L &(E(t), V(t)) dllna fonn.
Tovabbé azt is mondjak, hogy egy kvazisztatikus, reverzibilis folyamatban
0Q =T4S, oW = —pdV és L = udN, tehat

dFE =T4S — pdV — udN. (9.3)

Minthogy aztan mindig csak kvazisztatikus, reverzibilis folyamatokat targyalnak,
a fenti egyenldséget azonositjdk az elsé fététellel; (9.2)-t és (9.3)-t ekvivalensnek
tekintik.

A (9.3) Osszefliggéssel mar taldlkoztunk: ez az entropikussig szimbolikus
kifejezése (lasd (8.19)). Ezért most vildgosan lathatjuk, hogy (9.2) és (9.3)
semmiféleképpen nem egyenértékli. Ugyanis (9.2) helyes értelmezése (9.1), és

- (9.1) egyenlet E-re, a folyamatokat meghatérozé differencidlegyenlet
egyik tagja,

— (9.3) a konstitucids fliggvényekre vonatkozé egyenléség, amelynek helyes
értelmezését a 8.5. fejezetben adtuk meg.

Az persze igaz, hogy ha a test entropikus, akkor egy folyamnatban a t +—
S(t) :=S(E(t),V(t), N(t)) fiiggvényre

S—TEJrTV TN

teljsiil, ami dtrendezve

E =TS8 —pV + uN, (9.4)
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de ennek semmi koze a folyamatok dinamikdjahoz (ez nem mondja meg példaul,
hogyan hiil le egy vasdarab a vizben). A fenti egyenléségben és a tovabbiakban
gyakran alkalmazzuk a T := T(E,V,N), p := T(E,V, N) stb. jelolést.

Hadd vilagitsuk meg ezt egy mechanikai példaval. Egy tomegpont r helyzetével
és p impulzusdval az impulzusmomentum L = 7 X p, amire dL = r X dp
az alapvetd Osszefiiggés (dr x p = 0 miatt), és persze egy folyamatban L =
r x p, de ez sehogy sem vonatkozik példaul arra, milyen gyorsan all meg egy
(tomegpontokbdl 4116) porgettyii. Ahhoz meg kell adni a kélesdnhatést jellemzd,
fékezé M forgatényomatékot, amivel a dinamikai egyenlet L = M.

Végil egy érdekesség, amely felhivhatja a figyelmet a szokdsos formalizmus
abszurditasara. Ha a térfogat és a részecskeszam rogzitve van — amit tobbszor is
targyalnak — akkor dV = 0 és dW = 0, valamint dN = 0 és L = 0. Ez esetben
tehdt dE = 0Q vagy dE = TdS teljesiilne, de ezeket az egyenl6ségeket bolcsen
keriili minden konyv, mert ugy nézne ki, hogy egy teljes differencidl egyenl6
volna egy nem teljes differencidllal, ami ,lehetetlen” (egyenléségnek valéban
lehetetlen, de egyenletnek nem).

10. Testek rendszere

10.1. Dinamikai mennyiségek, dinamikai egyenlet

Tekintstink n szdmud, egymassal és csak egymadssal kolcsonhatdasban &llé
testet!

A testek rendszerének egy allapota az egyes testek &llapotainak az
egylittese,

A testek rendszerének egy folyamata egy
t= ((Ei(t),Vi(t), Ni(t)) | i =1,...,n),
fliggvény, amely 9.3. alfejezetben mondottak szerint eleget tesz az
E;=Qi+Wi+L, Vi=F N=G; (10.5)

(i=1,...,n)

a dinamikai egyenletnek, amelynek részletes értelmezése a kovetkezd.
Legyen Q;x a k-adik test altal az i-ediknek atadott hé, hasonlé értelmiiek a
Wik, Lik, Fir és G;x dinamikai mennyiségek, amelyeket a k = i esetén nulldnak
definidlunk; tovabba legyenek m, és &, az i-edik test veszteségi tényezdi, és
ezekkel W”c = _piFik + T’iF?}c’ Lik = _.}JZ‘Gik =+ 57G12k
Hasznélni fogjuk az
A = Qi +War + Lig, (10.6)

jelolést is.
Az i-edik testnek dtadott hé az Gsszes tobbi dltal neki adott hé Gsszege,

Q; = Z Qiks
k=1
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és hasonlé értelmi az

mennyiség.
Az

n n
Fz@) = Z Fi G7(;2) = Z G
k=1 k=1

jeloléssel és a viszkozitdsokkal
Wi = —piF; +m,F7, Li = p,Gi + £,G.

10.2. Jelolési megallapodas

Az fmént bevezetett Q;r, Wir, Lir stb. és Q;, W;, L; stb. mennyiségek
az allapotokon értelmezett fliggvények; a kovetkezOkben tehat a Q, W, L sth.
tipust betlik az ((E;, Vi, N;) |l =1,...,n) fligvényeit jelolik.

Ezeknek a fiiggvényeknek tetszbleges vagy valamely adott, szdéban forgd
allapoton felvett értékét pedig a @, W, L stb. tipusi betitk mutatjak. Tehét
példdul Q; a Q;((E;, Vi, Ny) |1 =1,...,n) roviditése. Ilyen értelemben szerepel-
nek ezek a betiik a (10.5) egyenletben is.

Felhivjuk a figyelmet a kovetkez6 lényeges kiilonbségre:

— Q = 0 azt jelenti, hogy a fliggvény nulla, azaz minden értéke nulla,
— @ = 0 viszont azt, hogy Q-nak (amely nem sziikségképpen nulla)
a szoban forgo értéke nulla.

10.3. Egyensily

A testek rendszerének egy folyamata egy t — ((F;(t), Vi(t), N;(t)) |i=1,...,n)
id6figgvény, a (10.5) dinamikai egyenlet egy megoldésa.

Definicié Az olyan folyamatokat, amelyek id6ben nem vdltoznak (azaz dllandé
figgvények), nyugalmi allapotnak hivjuk. Vildgos, hogy nyugalmi dllapotban
Q;+W;+L; =0, F;, =0 és G; =0 minden i esetén.

Ha minden egyes dinamikai mennyiséqg értéke is nulla, nemcsak az osszeqiik,
az0z Qi = 0, Wip, =0, Ly, =0, Fj, =0 és Gj, = 0 minden i és k esetén,
akkor a nyugalmsi dllapotot egyensilynak nevezzik; a nem egyensilyi nyugalmi
dllapotot stacionariusnak mondjuk.

Az egyensuly tehat pontosan meghatarozott fogalom: testek adott rend-
szerének egy specialis folyamata. Ennek fényében érdemes megvizsgalni az
egyenstllyal kapcsolatos szokasos intuitiv elképzeléseket.
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Az El6széban emlitettiik, hogy szokds beszélni egy test egyensilyardl, meg
arrdl, hogy két test egyensilyban van egymassal, és ez arrél tanuskodik, hogy
ott valami nincs rendben. Most vildgosan laszik, hogy az egyetlen értelmes
megfogalmazés: testek adott rendszerének egyensilya.

Ha csak egy testb6l 4ll a rendszer (a testet semmilyen hatds nem éri), akkor
formailag értelmes a ,,test egyensilya”, de tartalmatlan, hiszen minden folya-
mata egyensily.

Ha csak két testbdl 41l a rendszer, akkor értelmezhetjiik a ,,két test egyensilyban
van egymassal” kijelentést, mint a kéttest-rendszer egyensilyat.

Ha mér ketténél tobb test alkotja a rendszert, akkor nem értelmes, hogy (a
rendszerbeli) két test egyensilyban van egymaéssal.

Ebbdl 1atszik, helytelen az, amit gyakran mondanak: az egyensuly ekvivalencia-
relacié.

Ahhoz, hogy ez legaldbb formailag (matematikailag) értelmes legyen, meg
kellene adni azt a halmazt, amelyen egyensilyt mint relaciét értelmezik. De ha
értelmes volna is formailag, tarthatatlan fizikai szempontb6l. A hiba a tranzi-
tivitdsban van. Azt mondjdk, hogy ha az A test egyensulyban van a B testtel
és a B test egyensilyban van a C testtel, akkor A egyensilyban van C-vel.

Tekintsiik a kovetkezd esetet:

— legyen A térfogata rogzitett, érintkezzék a B-vel hovezetd feliilettel,

— B pedig érintkezzen C-vel hészigetelt de mozoghatd feliileten.

— A ne érintkezzék C-vel.

A szokdsos megfontoldsokkal (amelyeket nemsokara pontossd tesziink), ha
,,A egyensilyban van B-vel”, akkor T4 = T, de altaldban ps # pg. Ha ,,B
egyensulyban van C-vel”, akkor pp = pc, viszont altalaban Tg # Tc. Tehat
altaldban pa # pc és Ta # Tec. Az A és C test nem hat egyméssal koleson,
az A test dllapota teljesen fliggetlen a C test allapotatdl. Mit jelent az, hogy
egyensilyban vannak egyméssal?

10.4. A kornyezet mint hatas

A mechanikaban, ha két kélcsonhat6 tomegpont kozil az egyiknek a tomege
sokkalta nagyobb a maésikéndl, akkor a nagyobb tomegiit a kolcsonhatas alig
zavarja, ezért a kolcsonhatas helyett hatast tekintiink: csak a nagy tomegt hat
a kicsire, az nem hat a nagyra. Tipikus példa, amikor azt targyaljuk, hogy a
Fold mozog a Nap gravitacios hatdsara, és még inkabb, amikor azt mondjuk,
hogy a Fold vonzza a labdat (pedig vonzzdk egymadst).

Termodinamikaban is ha az egyik test joval nagyobb a tobbinél, akkor an-
nak az allapotat alig befolyésoljak a tobbiek: a a szoba levegéje 1ényegesen nem
melegszik, mialatt egy tanyér leves kihtil; a tenger hémérséklete és részecskeszama
sem nagyon valtozik, ha egy vodor forré vizet éntiink bele.

Ugy vessziik, hogy egy ilyen nagy test — amelyet kdrnyezetnek hivunk —
allapota eleve adott folyamat, ezaltal hat a vele kapcsolatban levé testekre. Ha
az el6bbiekben targyalt rendszerben példaul az n-ik test a kornyezet, akkor eleve
adott a t — (En(t), Va(t), Nn(t)) folyamat; érdektelen a kérnyezetnek atadott
ho, a rajta végzett munka, stb, azaz Qur, Wy, stb, és természetesen hidnyzik
a dinamikai egyenélet n-ik tagja.

Konkrét feladatokban a kornyezetre az a indexszel utalunk. Mindig ugy
vessziik, hogy a kornyezet adott folyamata egy fazisban fut, ezért leirhaté a
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hémérséklettel és a nyomadsal; tehét a kornyezetet egy t — (T4, (¢), pa(t)) folytonos
fliggvénnyel vesziik figyelembe.

10.5. A dinamikai mennyiségek tulajdonsagai
10.5.1. A kolcsonhatasok fiiggetlensége

Elfogadjuk azt a feltételezést — mint a mechanikaban —, hogy két test kolcsonhatasa
fliggetlen attdl, milyen méas testekkel hat még koleson a két test. Ez azt jelenti,
hogy a két test kozotti héatadds stb. csak a széban forgé két test adataitdl fiigg;
konkrétan, Q;r stb. csak az i-edik és a k-adik test adataitdl.

Emiatt testek rendszerét jellemzo dinamikai mennyiségek tulajdonsagainak a
vizsgalatdhoz elég két testre korlatozodnunk, amit a tovabbiakban tgy tesziink
meg, hogy egy testet , kiszemeliink”, annak mennyiségeit a szokasosan jeloljiik,
egy vele kolesonhatasban allé test me nnyiségeit pedig a * indexszel 1atjuk el.
Tehét (E,V, N) a kiszemelt test dllapota, (E., Vi, Ni) a méasiké, T a kiszemelt
test hémérséklete, T, a masiké stb.

A mondottak szerint tehdt megadhatdk a (megfeleld halmazon) értelmezett

Q(E,V,N,E,,Vi,N,),

F(E,V,N,E.,V.,N,),

(E,V,N,E,,V.,N,) = { G(E,V,N, E,, V., N,),
n(E,V,N,E,,V,,N,)

)

>0,
§&(E,V,N,E,,V,,N,) >0
fliggvények, amelyekkel
W := —pF + nF?, L :=pG + &G,
tovabba bevezetjiik az
A=Q+W+L
jelolést.
Természetesen ugyanigy adottak az
Q*(E*7V*7N*,E7‘/7N),
F*(Ep7V*7N*7Ea‘/aN)7
(E*,V*,N*7E,‘/,N) — G*(E*7‘/*7N*7E7‘/7N), I
n*(E*av*aN*aEvva) >0,
5*(E*7V*7N*7E7V7N) ZO

W, = —P*F*+77*Fi7 L. = p,G. +£*Gi
és az
fliggvények.

Mindezeket folytonosnak és az értelmezési tartomanyuk belsején folytonosan
differencidlhatonak tételeziink fel. igy természetesen kizarunk a targyaldsunkbol
bizonyos kolcsonhatasokat; gondoljunk példaul a szelepekre, ahol G nem folytonos
fliggvény: egy adott nyomasérték alatt a részecskecsere nulla, felette viszont nem
nulla. Azonban a szelepek miikodésére a testek homogenitasanak a feltételezése
is kétséges.
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10.5.2. A ko6lcsonosségi tulajdonsag

Az egyik testrél a masik testre atjutott részecskeszam nyilvan ellentettje a
masikrol az egyikre atjutott részecskeszamnak; hasonlét mondhatunk a testeknek
az érintkezése miatti térfogat- és energiavaltozasarol. Ezért elfogadjuk a ,hatés-
ellenhatas torvényét”, amelyet kolcsonosségi tulajdonsagnak neveziink:

A(Eu‘/uNuE*7V*7N*) = _A*(E*7V*uN*7E>V>N)7
F(E,V,N,E,,V,,N,) = —F.(E,,V.,N,,E,V,N),

G(E,V,N,E,,V.,N,) = —G,(E,, Vi, N, E,V,N).

Jegyezziik meg, hogy a tobbi dinamikai mennyiségre, példaul a héatadasokra
nem feltétleniil 41l fenn ilyen kolcsonosség, amint azt a kovetkezd pontban kife-
jtjuk.

Természetesen, ha az egyik test — mondjuk a ,,csillagos” — a kornyezet, akkor
nincs hatas-ellenhatds, csak hatds van, ami abban nyilvanul meg, hogy nincs A,
F., G..

10.5.3. Kozvetett hdéatadas

A héatadas nem maés, mint id6 egység alatti belsenergia-atadas a részecskék
iitkozése (és esetleges sugdrzdsa) folytan. Els6 pillanatra természetesnek tiinhet,
hogy a kolcsondsségi tulajdonsdg a hdédtadédsra is érvényes. Azonban a bels6
energiara vonatkozo kolcsonosség kizarja a hoatadasok kolesonosségét.

Ennek megmagyarazasara tekintsink két testet, amelyek csak egymassal
allnak kolcsonhatasban. Ekkor a belsé energidra vonatkozo koélesonosség szerint
bérmely folyamatban

E+E, =0.

A kozonséges termodinamikdban a testeket mindig homogénnek tekintjiik:
olyan folyamatokat {rhatunk le igy sikeresen, amelyekben az inhomogenitéas el-
hanyagolhaté. A bevezetésben mondottak szerint azonban minden valédi folya-
mat inhomogén. A homogenitds miatt a leirasban csak a belsé energia jelenik
meg, az inhomogenitds elhanyagolasaval elhanyagoltuk a mozgdasi energidt, ami
pedig kétségtelentil jelen van valédi folyamatokban, hiszen a gazok, folyadékok
kavarognak, orvénylenek, mikozben kitagulnak vagy Gsszehuzédnak, és még a
szilard testek belsé mozgdsa is kimutathatd jelenség; hasonléképp megjelenik
mozgési energia a részecskeszam-véltozasok (diffizié, halmazallapot-véltozas,
kémiai reakcié) esetén. Amikor tehat a testek egyiittes zdrtsdgat azzal vessziik
figyelembe, hogy a bels6 energidk osszege allandd, E + E, =const, akkor nem
egészen pontosan fogalmazzuk meg az energia megmaradasat, hiszen figyelmen
kiviil hagyjuk a mozgasi energiat.

Megtartva az energiamegmaradast a bels6 energiara vonatkozé kolecsonosséggel,
modositanunk kell a héataddsrol alkotott felfogasunkat. A hdatadas, mint a
bevezetésben mondottuk, a belsé energia tovabbitdsa az anyag belsejében a
részecskék |, 16kdosédése” folytan. Azonban, amikor egy test tagul, akkor erételjesen
megloki a maésik testnek az érintkezési feliiletéhez kozeli molekulait, vagyis
azok makroszkopikus sebességre és ezzel mozgési energiara tesznek szert; ez
a tovabbiakban a belsé surlédéds folytan egy id6 utdn elhal, belsé energiava
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csendesedik (,,homogenizalédas”). Ennek megfelelen tgy foghatjuk fel, hogy a
héatadas két részbol all: az egyik a kézvetlen héatadas, amely a molekulak
(mikroszkopikus) titkozésinek kévetkezménye, a mésik a kézvetett héatadas,
amely a molekuldk (makroszkopikus) meglokésébdl ered; a kolesonosség teljesiil
a kozvetlen héatadasra, de nem teljestl a kozvetettre.

Hasonlét mondhatunk a részecskecserérél is. Az egyik — mondjuk nagyobb
hémérsékletii — testbol a masikba atkeriilt molekuldk atlagsebessége nagyobb,
tobblet mozgdsi energidjuk a belsé surlédés folytan atalakul belsé energiava.
Ismét akar azt mondhatjuk, hogy az energiaszallitas nem idedlis, akar azt, hogy
a hoatadas kozvetlen és kozvetett részbol tevodik Ossze részecskecsere esetén is.

10.5.4. Az egyenstlyi tulajdonsagok

Az el6széban ravildgitottunk, hogy a nulladik f6tétel, miszerint az egyensuly
szitkséges és elégséges feltétele az intenzivek egyenlOsége, nem igaz. Ez nem
jelenti azt, hogy el kell vetniink, hiszen azt is lattuk, hogy a valddi folyamatok
sohasem homogének, mégsem vetettiik el a homogén folyamat fogalméat: elfogad-
tuk, mint bizonyos esetekben célszerli kozelitést. A bevezetésben mondottakon
tul vegyiik észre, hogy egyes kolcsonhatasok korlatozasa — szigetelése — esetén
bizonyos intenzivek egyenlOsége nem sziikséges az egyensilyhoz. Gondoljunk
példaul arra, hogy merev, athatolhatatlan, de hovezetd fallal koriilvett két test
(térfogatuk és részecskeszdmuk dllandd) lehet egyensilyban gy, hogy kiilonb6z4
a nyomasuk; ellenben ha a fal képlékeny vagy mozdithaté, de hdészigetel6 és
athatolhatatlan, akkor lehetnek egyensilyban gy, hogy a hémérsékletiik kiilonb6z6.

A nulladik fétételt dltaldnos igazsdg helyett megszorito feltételként fogad-
juk el: a tovabbiakban csak olyan jelenségekkel foglalkozunk, amelyekben az
,,eqyensuly sziikséges €s elégséges feltétele az, hogy a megengedett kélcsonhatdsoknak
megfeleld intenziv mennyiségek eqyenld értéket vegyenek fel.”

Az idézbjelbe tett kifejezés pontos értelmét a dinamikai mennyiségek egyensiilyi
tulajdonsagaival fejezziik ki.

Emlékezziink, hogy testek rendszerének egyenstlya olyan allapot, amelyben
minden dinamikai mennyiség értéke nulla (10.3.).

A tovébbiakban az egyszer(ibb irasmdéd kedvéért a

T:=T(E,V,N), p:=p(E,V,N), p:=pEV,N),
T :=Tu(Ex, Vi, Ni),  pui= pu(Bi, Vi, No), B (B, Vi, Ny
jeloléseket hasznaljuk, és hasonléan
Q:=Q(E,V,N,E,,V.,N,), F:=FE,V,N,E,,V,,N,), G:=G(E,V,N, E,, V., N,),

a korabbi megallapodasunknak megfelelGen.
1. Tegytik fel, hogy a részecskecsere és a térfogatvaltozas is lehetetlen, azaz

G=0 és F=0,

azonban héatadas lehetséges, vagyis Q # 0. Ekkor nincs kozvetett hoatadas,
tehét elfogadjuk, hogy

Q =0 akkor és csak akkor, ha T =T,.
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2. Tegyiik fel, hogy a részecskecsere és a hdatadas lehetetlen, azaz
G=0 és Q=0,

azonban térfogatvéltozas lehetséges, vagyis F # 0. Ekkor tisztdn mechanikai
kolesonhatassal van dolgunk, tehat elfogadjuk, hogy

F =0 akkor és csak akkor, ha p = p,.
3. Tegyiik fel, hogy csak a részecskecsere lehetetlen, azaz
G =0,

azonban mind héatadas, mind térfogatvaltozas lehetséges, vagyis Q # 0 és F #
0. Ez esetben elégséges feltételként elfogadjuk, hogy

ha T=1T, é p=p, akkor Q=0 és F=0.

Sziikséges feltételt pedig igy szarmaztatunk: a mechanika azt sugallja, hogy
kiilonb6z6 nyomasok esetén nem lehet egyensuly, tehét elfogadjuk, hogy

ha p+#p., akkor F(E,V,N,E,, V., N,) %0,

vagy ami ugyanaz,
ha F =0 akkor p=p,.

Most el6fordulhat kozvetett héatadas, azonban nyilvanvald, hogy ha a mozgés
megsziinik, akkor a kozvetett hoatadas is, azaz csak kozvetlen héatadas lehet
jelen, tehat az 1. ponthoz hasonld helyzet all el6; ezért elfogadjuk, hogy

ha F =0, é @Q=0, akkor T =T,.

4. A részecskecsere mindenképpen egyiitt jar héatadéassal, tehat ha G # 0,
akkor Q # 0 szintén. Ez esetben elégséges feltételként az el6z6ekhez hasonoléan
azt fogadjuk el hogy

— F =0 esetén

ha T =T, és pu=pu., akkor Q=0 é G=0,

— F #£ 0 esetén

ha T =T, p=p«bs p=pu., akkor Q=0,F=0 és G=0.

A sziikséges feltételek megfogalmazasa meglehet&sen korilményes, mar csak
azért is, mert félig atereszto falakat is figyelembe kell venni, azaz G lehet hatérozottan
pozitiv vagy negativ értékli. Ezért altalanossagban nem tériink ki erre; egyes
specialis esetekben, amikor sziikségiink lesz ra, megadjuk.
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10.5.5. Disszipaciés egyenl6tlenség

Alapvetd tapasztalati tény, hogy a természetben lejatsz6dd folyamatok ir-
reverzibilisek, azaz vissza nem fordithaték. Az is tény viszont, hogy ennek
egyeldre nincs altalanos, a fizika minden agaban elfogadhatd, pontos megfogal-
mazdsa. A termodinamikdban az irreverzibilitast a masodik f&tétellel akarjak
kifejezni, de lattuk a bevezetésben, hogy szokésos alakjai tavolrdl sem szabatosak,
és kétséges, kifejezik-e azt, amit kellene.

Kozismert tapasztalatainkat az irreverzibilitasra ugy foglalhatjuk 6ssze, hogy
a folyamatok ,iranya” bizonyos mértékig meg van szabva: ,,a hé mindig a
melegebb testrél aramlik a hidegebbre”, ,,a nagyobb nyomasu test kiterjed a
kisebb nyomésu felé”. Mindezek szoros kapcsolatban vannak azzal, hogy a
folyamatokban az energia kiilonféle fajtai ,,elenyésznek”, idegen széval ,,dis-
szipalédnak”, ami azt jelenti, hogy minden energiadtalakuldsban pozitiv men-
nyiségl belsé energia is keletkezik, kovetkezésképpen bels6 energia nem alakul-
hat 4t maradéktalanul valamely més (mechanikai, elektromos stb.) energiafajtaba.

A folyamatokat a dinamikai egyenlet hatdrozza meg. Annak, hogy a folyam-
atok ,,irdnya” bizonyos mértékig meg van szabva, a dinamikai mennyiségek tu-
lajdonsagaiban kell tiikkrézédnie.

A kovetkezokben az egyszeribb irasméd kedvéért a korabban bevezett T =
T(E,V,N), Q:=Q(E,V,N, E,, V., N,) stb. jeloléseket hasznéljuk.

Azt, hogy a ,,h6 melegebb testrél aramlik a hidegebbre”, azzal tudjuk kife-
jezni, hogy ha T'— T, > 0, akkor Q < 0, azaz —(T — T4)Q pozitiv.

Ugyanigy, ,,a nagyobb nyomadsu test kiterjed a kisebb nyomdasu felé” azzal
fejezhetd ki, hogy ha p — p, > 0, akkor F > 0, azaz (p — p«)F pozitiv.

A | nagyobb kémiai potencidli testrél mennek részecskék a kisebb kémiai
potencidlira” kifejezése: ha p — p, > 0, akkor G < 0, azaz —(u — )G pozitiv.

E két utébbit egy kicsit élesebben kell megfogalmaznunk, ugyanis példdul
nyomaskiilonbség esetén le kell gyozni a testek belso strlédésat is ahhoz, hogy az
egyik kiterjedjen a médsik rovdsara; tehét (p — p.)F-nak a veszteségi tényez&ktol
fliggben ,,elég nagynak”, azaz egy a veszteségi tényezoktol fliggd pozitiv men-
nyiségtdl nagyobbnak kell lennie.

Azt is tudjuk, hogy az idézdjelbe tett allitdsok csak specidlis koriilmények
kozott alljak meg a helyiiket (hiszen példdul a hiitégép miikddése sordn az alac-
sonyabb hémérsékletii testrdl dramlik hé a magasabb hémérsékletiire). Ezért
inkabb csak azt fogadhatjuk el, hogy az emlitett mennyiségek egyiittesen ad-
nak negativ eredményt: lehet, hogy —(T — T%)Q negativ, de akkor (p — p.)F-
nek annyira pozitivnak kell lennie, hogy az ,,0sszegiik” pozitiv. Azért tettiik
idézojelbe az 6sszeg szdt, mert a két mennyiség nem adhatoé Gssze, 1évén az egyik
fizikai dimenziéja KJ /s, a masiké Pam?/s = J/s. Ezen egyszerfien segithetiink a
homeérséklettel vald osztassal; a munkavégzésre és az energiaszéllitasra vonatkozd
,,Elesitést” megfelelen figyelembe véve a

L O TR
(m+n)F° + (£ +€)G° >0 (10.7)

disszipaciés egyenlGtlenséget koveteljiik meg dgy, hogy egy éallapotra az
egyenl6ség pontosan akkor teljesiiljon, ha Q@ =0, F =0 és G = 0.
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Ebbél és az A = Q + W + L egyenléséghdl szarmaztatott
Q=A+pF—uG—nF? - ¢G> (10.8)

Osszefiliggést felhasznélva egyszeri atalakitassal kapjuk a disszipaciés egyenlétlenség
egy masik, a testekre nézve szimmetrikus alakjat:

ot PPy (BB
(T T*)A+<T T*>F <T T.

10.5.6. Két masik egyenl6tlenség
A (10.8) egyenl6séghdl azonnal adédik, hogy

Q < A+ pF — jG; (10.10)

ha F és G nem nulla, egyenléség csak akkor &ll fenn, ha a veszteségek nullak,
mas szoval az idedlis esetben. Jegyezziik meg, hogy ehhez az egyenl6tlenséghez
semmi egyebet nem hasznéltunk fel, csak azt, miként tér el a munkavégzés és
energiaszallitas az idedlistol: az eltérés nemnegativ.

Ugyancsak a (10.8) egyenléségbdl és a testek szerepének felcserélésébil a

9_A+pF—yG—7]F2—£G2
T T

és a
% _ A+ piF —p, G — W*Fz - E*Gf
T. T,

egyenl8ségeket szarmaztatjuk. Osszeadva Sket és kihasznélva a kolesonosségi tu-
lajdonsdgokat, a jobb oldalon a (10.9) a disszipdcids egyenlétlenségben szerepld
kifejezések jelennek meg, aminek eredményeként arra jutunk, hogy

Q Q.
T+T. 20 (10.11)

10.5.7. C)sszegzés a testek rendszerére

Visszatérve a tObb test esetén haszndlt indexes {rdsmddra, a (10.9) dis-
szipaciés egyenl6tlenség szerint

1 Pi Pk Hi Mg
== | A = R — | == G >0
(Ti Tk> ”(Ti n) ¢ (Ti )
minden i, k esetén.
A (10.10) egyenlStlenség a

Qirx < Ajr + piFir — p,Gir
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alakot Olti, amelybdl k-ra val6 Osszegzéssel a 10.1. fejezet jeloléseivel
Qi <A, +piFi — p,G; (10.12)

kovetkezik; ha F; és G; nem nulla, egyenléség csak akkor &ll fenn, ha a veszteségek
nullak. Ehhez az egyenlOtlenséghez semmi egyebet nem hasznaltunk fel, csak
azt, miként tér el a munkavégzés és energiaszallitds az idedlistél: az eltérés
nemnegativ.
A (10.11) egyenl8tlenség
Qir | Qui

+

T; Tk =

lesz. Osszegezziink i-re és k-ral Az i indextieket elszor k-ra, aztan i-re, a k
indextieket forditott sorrendben; mindkét esetben ugyanazt kapjuk, mondjuk a
k indextiekkel kezdve az Osszegzést, a

(7)) =0
=1

K3

eredményre jutunk.
Ebbdl és a (10.12)-bél pedig azt szdrmaztatjuk, hogy

Z <W> > 0. (10.13)
i=1 i

Ehhez az egyenlotlenséghez a disszipacios egyenlétlenség vezetett el minket.

10.5.8. Kovetkezmények entropikus testekre

Tekintsiik az ismertetett n szamu test rendszerének egy tetszéleges folya-
matat; ez a

Ei=4A;, Vi=F, N;=G; (i=1,...,n)

dinamikai egyenletnek tesz eleget.
Az adott folyamatban a (10.12) igy szol:

Qi < E; +piVi — uiN;, (10.14)

a (10.13) pedig igy:

3 ( +p - K ) > 0. (10.15)
i=1 i

Tegyiik fel, hogy a testek entropikusak!
Ekkor az (9.4) egyenléség szerint

_ Ei +piVi — uiN;

S =
7 1-174 I
tehdt a fenti egyenlétlenségek azt adjak, hogy egyrészt
Qi < TiS;, (10.16)

és egyenlOség csak akkor all fenn, ha a folyamatban a veszteségek nullak, masrészt

> 8 >o0. (10.17)
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10.6. Néhany sz6 a masodik f6tételrsl
10.6.1. Az entrépiardl

Idézziik fel a mésodik f6tétel Carnot-féle megfogalmazasat (14sd a Bevezetésben):

1. Minden termodinamikai rendszernek van egy (entrépidnak nevezett) S
allapotfiiggvénye, és ezzel infinitezimalis kvazisztatikus dllapotvaltozds esetén a
rendszer altal felvett hére dQ < T'dS teljesiil, ahol egyenléség csak reverzibilis
folyamatokra &all fenn.

2. Zart rendszerek entropidja sohasem csokkenhet.

Megkaptuk ezeket a kijelentéseket, pontos értelmezéssel, a kovetkezoképpen.

Az 1. pontban Carnot termodinamikai rendszer hémérsékletérdl beszél, ame-
lynek nincs értelme, hacsak nem egyetlen homogén test az a rendszer (vagy
Carnot megfogalmazdsa csak olyan folamatre vonatkozna, amelyben a rendszer
minden testének mindig ugyanaz a hémérséklete); mondjunk tehdt itt rendszer
helyett testet, kvéazisztatikus allapotvaltozas helyett homogén folyamatot, in-
finitezimdlis helyett idegységre es6t: a dQ < TdS pontos értelme a (10.16)
egyenl6tlenség,

Ez az egyenl6tlenség csupan annak a kovetkezménye, hogy a veszteségek
nemnegativok.

A 2. pontban a rendszer entrépidjan a rendszert alkoto testek entrépidjanak
Osszege értendo, a zart rendszer az, hogy a testek csak egymaéssal hatnak kolcson;
igy a mondat pontos értelme a (10.17) egyenlStlenség.

Ez az egyenlOtlenség pedig a disszipacids egyenlGtlenség kovetkezménye.

10.6.2. Az egyensilyhoz tartasrdl

Az Elbszéban idéztiink tobb szerz6t is, akik azzal azonositjdk a mésodik
fétételt, hogy a nem-egyensilyi folyamatban a rendszer entrépidja novekszik. Ez
a novekedés, lattuk, a disszipacios egyenlotlenségbol kovetkezik. fgy lényegében
a disszipaciés egyenlStlenség volna a masodik fotétel.

Emellett szokds a masodik fétételt azzal is megfogalmazni, hogy zart rend-
szer entrépidja egyensilyban maximalis. Kés6bb, specidlis rendszerek targyalasanal
latni fogjuk, hogy ez a belsd stabilitasi kritériumok kovetkezménye. fgy lényegében
a belso stsbilitasi kritériumok volnanak a masodik fotétel.

Ugyancsak szokas a masodik fotétellel kapcsolatban az egyensilyhoz tartésrol
beszélni. Az egyensilyhoz tartds matematikai kifejezése az egyensuly aszimp-
totikus stabilitdsa. A specialis esetekben latni fogjuk, hogy ez az el6bbi két
dolgon muilik:

— az egyik a (1.1) bels6 stabilitasi kritériumok,

— a mésik a (10.9) disszipécids egyenlétlenség.

Mi megkoveteltiik ezeket, de nem foglalunk &llast arrdl, mit nevezziink mésodik
fétételnek.

10.7. Termodinamikai er6k

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsiga ,,lényegében” azt jelenti,
hogy a dinamikai mennyiségek nulla értéke a kolcsonhatd testek megfelel6 in-
tenziv mennyiségei egyenl6 értékiiek. A kordbbi jelolésiinkkel (ldsd 10.5.1.),
példdul, ha a részecskecsere lehetetlen (azaz G = 0), akkor T'— T, = 0 és
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p — p» = 0 maga utdn vonja, hogy @ = 0. Ha G # 0, akkor ezeken til még a
u— e = 0 egyenléség is az elégséges feltételek kozé tartozik.

Ha tehat valamelyik megfelel6 intenziv mennyiség értéke kiilonbozo a két
testen, akkor nem lehet egyensuly, vagyis ,,torténik valami”. A szokésos képpel:
a két test megfelel¢ intenziv mennyiségeinek kiilonbségei ,,hajtjak a folyam-
atokat”, ezért ezeket — amelyek fontos szerepet kaptak a (10.7) disszipacids
egyenl6tlenségben is — termodinamikai er6knek hivjuk. Pontosabban,

_(T_T*)’ P — P, _(.}J_.}J*>

az adott testre a masik (*-gal jeldlt) test ltal gyakorolt termodinamikai erdk.
A disszipécids egyenlStlenség (10.9) szimmetrikus alakjdban az

e R i
T T. T T, T T.)’
az adott testre a masik (x-gal jelolt) test dltal gyakorolt kanonikus termod-

inamikai er8k szerepelnek. Ezt az elnevezést az indokolja, hogy entropikus
anyagra a a kanonikus valtozdkban a

05 1 s p 5

OF T av T N

_¥
T
Osszefiiggések érvényesek.

A termodinamikai erék és a kanonikus termodinamikai erék kozott a kovetkezd
gyakran hasznalt formuldk létesitenek kapcsolatot:

11
(T-T)=TT (= - =), 10.18
1) =1 (5~ ) (10.18)
1 P Dx

==l (= - = )+ (2B = 10.1
p—p p (T T*>+ (T T*) (10.19)
T (- )T (2P (10.20)
-\ T T.) '

és értelemszeriien ugyanolyan Osszefliggés igaz p — p4-ra, mint p — p,-ra.

10.8. Pszeudolinearis dinamikai mennyiségek
10.8.1. Termodinamikai er6kkel

Mér emlitettiik, hogy a hédtadasra legtobbszor a Newton-féle Q = A(T —T,)
formulat haszndljdk, ahol A pozitiv konstans. Hasonléképpen, a térfogatvaltozasra
az F = B(p — p.) Osszefliggés kindlja magat. Alaposabb megfigyelések azonban
arra utalnak, hogy ugynevezett kereszthatdsok is léteznek, azaz a h6 aramlasat a
nyomaskiilonbség is befolyasolhatja, a térfogatvaltozast pedig a homérsékletkiilonbség
is.

A mondottak &altalanositasaként egyszerli esetekben jo eredményt ad, ha
feltessziik, hogy a dinamikai mennyiségek eloallithatok a termodinamikai erok,
illetve a kanonikus termodinamikai erék olyan linedris kombinacidjaként, ame-
lyekben az egyiitthaték maguk is az allapotok fiiggvényei, azaz
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Q=-A(T=T.) +Bqo(p— ps) = Py — 1), (10.21)
F=-Ar(T-T.)+Bp(p—p:) —9p(p—p.), (10.22)
G = ~Aa(T = To) + Belp— pe) — Dl — 1), (10.23)

ahol a A, B¢ stb. egyiitthaték az (E,V, N, E,, Vi, N,) folytonos fiiggvényei.
Ez esetben azt mondjuk, hogy a dinamikai mennyiségek a termodinamikai
er6k pszeudolinearis fliggvényei, vagy egyszertien a dinamikai mennyiségek
pszeudolinearisak. Az elnevezést az indokolja, hogy az egyiitthaték altalaban
nem konstansok.
A fenti formuldkat atirhatjuk méatrixos alakba:

Q Ag Bg 9q\ (—(T-T.)
F = AF /BF 79F P — P«
G A¢ Be V¢) \—-(r—n.)

10.8.2. Kanonikus termodinamikai erékkel

Kanonikus termodinamikai er6k pszeudolineéris kombinécidit is hasznalhatjuk,
ekkor azonban a héatadas helyett az A = Q + W + L mennyiségre célszerii al-
kalmazni, mert a kanonikus termodinamikai er6kkel megfogalmazott (10.9) dis-
szipacids egyenlGtlenségben ez szerepel; tehat ekkor

e (11 e (P Ps\ e (F K
A=2X5 (T T*> BA(T T*) ﬁA(T T ) (10.24)

1 1 P P »_ oM

. (& - C - rFx _ (& J_ ITx
F)\F<T T*>+ﬁF<T T*> ’9F<T ) (10.25)

c (1 1 c (P Px c (B p
G= = - = R R Pl e 10.2
)‘G(T T*>+ﬁG<T T*) G<T T, )’ (10.26)

ahol a A%, B9 stb. egyiitthatdk az (E,V, N, E,, Vi, N,) folytonos fliggvényei.
Matrixalakban:

1 1
AN B o [ T
Fl=(ar 8 o0|| %%
¢/ \Xo g 06) \- (%)

Az itt megjelend matrixot parko6zi vezetési matrixnak hivjuk. Hangsulyozzuk,
ennek a matrixnak az elemei altalaban fiiggvények, tehat ez valdjdban métrix
értéki fiiggvény.

Egy kicsit mas megkozelitésben a parkozi vezetési matrix megjelenik az
dgynevezett klasszikus irreverzibilis termodinamikaban is, ahol Onsager meg-
gondolédsai alapjan megkovetelik, hogy legyen szimmetrikus. Mi ehelyett csak
bevezetjik a kovetkezd elnevezéseket:

Definicié A pdrkozi vezetési mdtrix

— erdsen Onsager-féle, ha konstans (mint fiigguény) és szimmetrikus,

— Omnsager-féle, ha szimmetrikus (azaz a figgvény minden értéke szim-
metrikus mdtriz).
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10.8.3. Figyelmeztetés

A dinamikai mennyiségek majdnem teljes altaldnossiagban felirhatdk pszeu-
dolinedris alakban. A kovetkezd két egyszerii feltétel kell, hogy teljesiiljon:

— a dinamikai mennyiségek csak az intenziv mennyiségeken keresztiil fliggnek
az allapotoktdl (ami ésszerli az egyensulyi tulajdonsdgok alapjan),

— a dinamikai mennyiségek mint az intenzivek fiiggvényei folytonosan dif-
ferencialhatok.

Ekkor a ,,csillagos” mennyiségek szerint a T, =T, p, = p és u, = p értékek
kortli Taylor-féle sorfejtéssel pszeudolinaris alakra jutunk.

Nagyon fontos azonban, hogy az egyiitthaték dltalaban nem allandék! Erre
azért kell felhivni a figyelmet, mert az a szokésos alkalmazdsokban szinte mindig
allandéknak veszik Gket, ami azt a latszatot keltheti, hogy ez sziikségszerti.

Az is nyilvanvald, hogy ha mondjuk a termodinamikai erékkel a az egytitthatéok
allanddk, akkor (10.18) és (10.19) szerint a kanonikus termodinamikai er&kkel
méar nem lehetnek azok, és viszont.

10.8.4. Az egyiitthatdok tulajdonsagai

Tekintsiik csak azt az esetet, amikor részecskék nem cserélddhetnek a testek
kozott, azaz legyen G = 0; viszont legyen Q # 0 és F #£ 0. Tegyiik fel, hogy a
pszeudolinedris alakban az egyiitthaték allandok:

F=-Ap(T=T.)+Br(p—p)

Az egyensiilyi tulajdonsdg szerint ha F' = 0, akkor p — p, = 0, ami csak ugy
lehet, hogy
Arp =0.
Tegyiik fel azt is, hogy veszteségi tényezdk is dllanddk, n és n, értékkel. A
(10.7) disszipécids egyenlétlenség szerint
Aq

T (T =T)? = (T = T)(p = p.) + Br(p = p)* = (0 +1.)B7(p — p.)*?

teljestl minden T és T, hémérsékletértékre, valamint p és p, nyomasértékre.
Ebbdl p = p, vélasztassal azt kapjuk, hogy

)\Q>O,

T = T, vélasztéssal pedig azt, hogy Br > (1 + n,)B%; itt a jobb oldal nem-

negativ, ezért S is nemnegativ, sét pozitiv, mivel nem nulla (mert F # 0), és
egyszerusitéssel arra jutunk, hogy

0<pBr <

n+n.

ami ugy értendd, hogy ha n + n, = 0, akkor a jobb oldal végtelen.

Ez az eredmény igen szemléletes. Ha nagyok a mechanikai veszteségi tényezdk
(viszkozitdsok), akkor Sp kicsi, azaz nagy nyoméskiilonbség esetén is kicsi a
térfogatvaltozas sebessége.
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Tovéabbé rogzitsiik T-t és p-t, osszunk végig (T — T,)%-tel (T # T, esetére),

és legyen z 1= 2=1+ . gy a

Ao B
T et (Be = (4 n)BE)e’ 2 0
egyenl6tlenséget kapjuk minden z-re. Ez csak ugy lehet, ha a fenti masodfoku

kifejezés diszkriminansa nem pozitiv:

50 12250 — (g4 n32) <0
T2 T \WF nTn)Pr) =Y.

T-vel beszorozva a masodik tag konstans lesz, az elsé viszont T-vel forditva
aranyos, ami csak tugy lehet, hogy

Bg = 0.
Osszefoglalva tehét: ha az egyiitthaték allanddk, akkor csak
Q=—-X(T—-T.), F=pr(p—ps)

lehetséges.

A disszipacios egyenl6tlenség feltételeket ré a parkozi vezetési matrixra is.
Az egyszerli attekintés végett vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

— X a kanonikus termodinamikai erék egytittese (ez egy 3 komponensti ,,vek-
torfiiggvény”),

— L a parkozi vezetési matrix (ez egy 3 x 3-as métrixfliggvény).

Ezekkel és a szokdsos a ,,mdtrix-vektor szorzdssal” a (10.9) disszipacids
egyenl6tlenség

X-L-X>0

alakba frhaté.

Ez azt jelenti, hogy egy erdésen Onsager-féle parkozi vezetési matrix pozitiv
szemidefinit, hiszen ekkor L konstans, viszont X elég sok értéket felvevé valtozo.
Nem ilyen egyszerti a helyzet, ha L is valtozd; Onsager-féle parkozi vezetési
matrixra nem allithatjuk, hogy minden értéke pozitiv szemidefinit volna.

10.9. Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy Q = —a(pzT?’ — pQTE)7 ahol a konstans. Mutassuk meg, hogy F # 0 esetén
ez a héatadds teljesiti az egyensilyi tulajdonsigokat, és hogy pszeudolinedris alakba irhaté; adjuk
meg az Aq ésBq egyiitthatékat (10.21) szerint!

2. Kémiai reakciék elméletében a G = a (el’lJ — eb}'*) dinamikai mennyiséget
hasznaljak, ahol a és b konstans. Adjuk meg ezt pszeudolinearis alakban!
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III. NEHANY EGYSZERU
RENDSZER
RESZECSKECSERE NELKUL

11. Bevezetés

Ebben a részben egyes konkrétan adott rendszereket targyalunk. A dinamikai
mennyiségeket, a disszipacios egyenlétlenséget és a dinamikai egyenletet a II.
részben mondottak alapjan minden egyes rendszerre megfogalmazzuk.

Ezeknek a specidlis rendszereknek a tanulmanyozasan keresztiil sajatithatja
el az olvasé a folyamatok dinamikai leirdsdnak alapelveit, a vizsgalatok modszereit,
értheti meg, milyen kovetkezményekkel jarnak a dinamikai mennyiségeknek az
el6z6 részben kifejtett tulajdonsagai.

A termodinamika szokdsos tdargyaldsaiban az egyensily az alapvetd fogalom,
azt tekintik természetes allapotnak, és azt mondjak, az egyensilybdl kibillentett
rendszer mindig egyensulyhoz tér vissza. Idézet egy termodinamika-kényvbol:

,,30k olyan makroszkopikus allapot van, amely nem stabil. Ezek az allapotok
kisebb zavards hatdsdra vagy ugrasszeriien atvaltanak stabil dllapotba (a tulhiitott
folyadék hirtelen megfagy), vagy a megfigyeld szdmadra igen lassd folyamat indul
meg, mely a rendszert az egyensilyi dllapot felé viszi (dtkristdlyosodds). Min-
dezekbdl kitlinik, hogy az egyenstilyi allapot megadasandl igen fontos szerephez
jut az id6.”

Fontos megjegyezni: az egyensily helyett inkabb egy egyensilyt kell mon-
dani, hiszen altaldban az egyensily nem egyértelmi, azaz egy rendszernek tobb
egyensilya is lehet. Tovabba az egyensily megaddsandl semmi szerepe sincs
az idonek, viszont az egyenstlyhoz tartasnal mar van; ennek ellenére az idézett
konyv — és mas szokasos konyv sem — nem targyal tényleges idébeli véltozast.
Tovabba szokdsos — intuitiv mdédon, pontos meghatarozas nélkiill — stabilis,
metastabilis vagy labilis egyenstlyrdl beszélni.

Hétkoznapi tapasztalataink tobbnyire igazoljak az idézetet, de egy jol miikiido
elméletben pontos matematikai megfogalmazdsat kell adni, mit jelent az egyensilyhoz
tartds, és megmutatni, hogy az elmélet le is irja ezt a jelenséget. Ez azért is
fontos, mert igy az egyenstulyhoz tartds pontos feltételeit is rogziteni tudjuk.

A jelen konyvben a folyamatok eleve id6fiiggvények, amelyeket a dinamikai
egyenlet, egy kozonséges differencidlegyenlet(rendszer) hatdroz meg, egyensily
a dinamikai egyenlet konstans megolddsa. Az egyensily stabilitasi tulajdonsagai
a kozonséges differencidlegyenletek matematikai elméletében pontosan meg van-
nak fogalmazva, és jol ismert tételek vonatkoznak réjuk. Ezek a fogalmak és
tételek, amelyek megtaldlhaték a Fiiggelékben, elengedhetetleniil sziikségesek a
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tovabbi vizsgalatainkhoz.
Az egyensilyhoz tartast az aszimptotikus stabilitas jelenti.

12. Egy test adott kornyezetben

12.1. Altaldnos formulak

A tanyér forré leves a szoba levegbjével érintkezve kihiil, a pohdr hiitott
ital pedig felmelegszik. Ekozben, tgy tapasztaljuk, a levegé hémérséklete (és
nyomésa) nem véaltozik.

Tlyen folyamatok leirdsaval foglalkozunk most: egy test (tdnyér leves, pohdr
ital) adott kornyezetben (szoba levegdje) van; a kornyezet hat a testre, a test
nem hat a kornyezetre. A test és a kornyezet kozott részecske nem aramolhat,
mas széval a test részecskeszama allandé.

Az €l6z6 résznek a dinamikai mennyiségekre haszndalt formuldiban a *-gal
jelolt test most a kornyezet lesz, amelyet az allandé T, hémérsékletével és p,
nyomasaval jellemziink, ezeket szerepeltetjiik a dinamikai menyiségekben.

Ha N a test részecskeszama, akkor ennek allandésiga miatt E = Né és
V = No, ahol e és v a fajlagos menyiségek. Ebben a konkrét esetben célszerii
a teljes mennyiségek helyett ez utdbbiakat haszndlni, és ennek megfeleléen a
dinamikai mennyiségeket is fajlagosra véltjuk a Q = Nq, W = Nw és F = Nf
Osszefiiggés alapjan. Tovadbba a 7) := Nn jeloléssel a veszteségre nF? = N7f?
adédik, tehét az edigieknek megfeleléen w = —pf+7f2. Az egyszertiség kedvéért
a kovetkez6kben 7 helyett n-t irunk.

Mindezekkel tehat a dinamikai egyenlet az

ée=q—pf+nf? (12.1)
b= f (12.2)

alakot olti, ahol a megallapodasunknak megfelelden az egyenlet jobb oldaldn
q:=q(e,v,Ta,pa), f :=1(e,v,T,,pa) stb. értends.

A miésodik egyenletbél az els6be f helyett v-t irva, ha a veszteségi tényezd
nulla — mas széval a munkavégzés idedlis —, akkor

é€=q—pv

adddik; ez a termodinamika els6 f6tételének specidlis esete, amelyre a 3.1. alfe-
jezetben utaltunk.
Emlékeztetlink arra, hogy a dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonséga
szerint
- f=0,q#0esetén q(e,v,T,,p.) = 0 akkor és csak akkor, ha T(e,v) =T,
- q=0,f#0 esetén f(e,v, Ty, ps) = 0 akkor és csak akkor, ha p(e,v) = p,,
f # 0 és q # 0 esetén
ha T(e,v) =T, és p(e,v) = pa, akkor q(e,v, Ty, pq) = 0 és f(e,v, Ty, pa) =

*

0,
« % ha f(e,v, Ty, pa) = 0, akkor p(e, v) = pq,
* x ha f(e,v, Ty, pa) = 0 és q(e,v, Ty, pa) = 0, akkor T(e,v) = T,.
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Tovabb4 a definicid szerint az (e,, v,) dllapot akkor és csak akkor egyensily,
ha

Q(eoa Uo»Taapa) =0, f(emvoaTmpa) = 0. (12'3)

Ha nincs ilyen (e, v,), akkor nincs egyensily. Ha t&bb ilyen van, akkor
tobb egyensily van (az egyensily nem egyértelmii). Ha ugyan tobb egyensily
lehetséges, de egy egyensily valamely (matematikai) kornyezetében nincs més
egyensily, akkor azt mondjuk, hogy az egyensily lokdlisan egyértelmii.

Felhivjuk arra a figyelmet, hogy természetesen (e,,v,) valéban allapota
legyen a testnek, azaz e, és v, a test anyaganak egytitt lehetséges értéke legyen.
Erre azért fontos figyelni, mert sokszor a dinamikai mennyiségek formalisan
ezeken til levd értékekre is is értelmesek. Tehat lehet, hogy a (12.3) egyen-
leteknek van ugyan formadlis megoldasa, de az nem &allapota a testnek; ilyenkor
nincs egyenstly.

A disszipécids egyenlotlenség egyik alakja

~(T=T)2+(p—p)f = (m+m) 20, (124)

ahol egyenléség pontosan akkor &ll, ha q(e,v,T,,p,) = 0 és f(e,v,Ty,ps) = 0.
Masik alakja

1 1 2 P Pa n MNa 2
- - = — 2> (L4 2La > 0. .
(T Ta) (a = pf+nf) + (T Ta)f_ (T+ T, 20 (125)

12.2. Entropikus test

A test és a kornyezet egyiitt ,,zart” rendszert alkotnak, azaz Osszenergidjuk
és Ossztérfogatuk allando, vagyis a jelolések nyilvanvalo értelmével

E + E, = const, V 4+ V, = const,

tovabba mind a test, mind a kornyezet részecskeszama allando.
A koérnyezet entrépidja

_ Eq+paVa — ,UaNa.

S T, ;

a kornyezet hémérséklete és nyomadasa allandd, ezért a kémiai potencidlja is
allandé, igy a fenti egyenléségekbol

E+p,V

Se = T

-+ const.

A test és a kornyezet entropiajanak osszege az E = Nv és V = Nv egyenl6ségek
miatt
€ + Pav

S+ S N(s >+const.

a
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Tehat az
€+ Pav

T,

fliggvény egy additiv és egy multiplikativ alland6tol eltekintve a rendszer —
a test és a kornyezet egyiittese — Osszentropiaja, amely fontos szerepet kap
vizsgalatainkban. A félreértések elkeriilése édekében hangsilyozzuk: noha a test
fajlagos adatai szerepelnek a (12.6) fiiggvényben, ez bizonyos allandéktdl eltek-
intve a test és kornyezet osszentrépidja és nem fajlagos entrépisja; ez utobbinak
nincs is értelme.

Ha a test entropikus, akkor a regularis tartomanyon

oL 1 1 oL p  pa

de T T, w T T,

(e,v) = L(e,v) :=s(e,v) — (12.6)

vagyis az L fliggvény parcialis derivéltjai éppen a kanonikus termodinamikai
erok.

12.3. Mas valtozdk

A dinamikai egyenletet kordbban az dltaldnos meggondoldsok kifejtése érdekében
a kanonikus véltozokra, az energiara és a térfogatra fogalmaztuk meg, igy szere-
pelt az el6zéekben is e és v. Azonban a konkrét feladatokban olykor célszeriibb
a v és T valtozdk haszndlata, ami értelemszerti valtoztatast jelent a jelolésekben
is: a dinamikai mennyiségeket q(v, T, Ty, pa) és f(v, T, Ty, p,) forméba frjuk.
Aé= %1} + g—}T Osszefiiggés és az allandd térfogaton vett fajho definicidja
értelmében ekkor a dinamikai egyenlet

(v, T)T = q— (ge +p> f+nf? (12.7)

v

o=, (12.8)

feltéve persze, hogy a parcidlis derivaltak léteznek, azaz a folyamat a test
anyaganak regularis tartomanyaban fut, amit a tovabbiakban mindig feltesziink.
A (v,,Ty) dllapot pontosan akkor egyensily, ha

q(UmeTmpa) =0, f(UOaTmTaapa) =0,

és értelemszeriien atirhatjuk a dinamikai ennyiségek egyensulyi tulajdonsagait,
valamint a disszipdcids egyenlGtlenséget is ezekre a véltozokra.
A (12.6) fiiggvény helyett a

¢(v,T) 4 pav

(v, T)— L(v,T) :=5(v,T) — T

(12.9)

fliggvényt is hasznaljuk, amelyre entropikus test esetén

9L P _Pa 0L _0e (1 1
v T T, or T \T T,

teljesiil.
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12.4. Izochor folyamatok

A bevezeté példak folyamataiban — a leves hiil, az ital melegszik — nem
valtozik 1ényegesen a testek térfogata, azt jo kozelitéssel allandénak vehetjiik.
Ezért most olyan rendszereket targyalunk, amelyekben a test térfogata dllandé;
v, fogja jeldlni a test dllando fajlagos térfogatat. A folyamatokat egyetlen men-
nyiség, a bels6 energia vagy a hémérséklet valtozasa adja meg.

12.4.1. A dinamikai egyenlet és az egyensily

Ezekben a rendszerekben tehat f = 0, és a dinamikai egyenlet a belsé energiaval

é = q(e, vo, T, pa), (12.10)

illetve a hémérséklettel

¢ (vo, T)T = q(vo, T, Ta, pa)- (12.11)

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsiga szerint

— e, akkor és csak akkor egyensiily, ha T(e,,v,) = Ty,
— illetve T, akkor és csak akkor egyensuly, ha T, = T,.

Ha létezik egyensuly, akkor az nyilvanvaléan egyértelmii.

Amint 12.1.-ben mondtuk, az egyensily akkor létezik, ha (v,,Ty) a test
allapota, mas szoval benne van a test anyaganak konstiticids tartomanyaban!

Péld4ul van der Waals-anyagt test esetén, ha

2
2a(v, — b) S KT,
akkor nincs az adott térfogat mellett egyensily. Az &llandé térfogatu folya-
matnak csak addig van matematikai értelme, amig a hémérséklet nem csokken
a fenti egyenlGtlenség bal oldaldn all6 érték ald. Ez elég jol tiikkrozi a fizikai
valésagot. Hogyan biztositjuk az dllandé térfogatot? Azt szokds mondani, hogy
merev falak k6zé zarjuk a testet. Ha noveljiik a hémérsékletét, térfogata allandd
marad, mikézben egyre nagyobb nyomést gyakorol a falakra. Ha csokkentjiik
a hémérsékletét, akkor egy darabig tartja a falak dltal meghatarozott allando
térfogatdt, mikozben egyre kisebb nyomast gyakorol a falakra. Elég alacsony
hémérsékleten azonban méar csokken a térfogata; ha gaznemil volt a test, lec-
sap6dik, ha folyadék, akkor 0sszehuzddik, nem tolti ki egészen a falak hatédrolta
teret.

12.4.2. A legegyszeriibb eset

Hasznéljuk a (v, T') valtozdkat, és tegyiik fel, hogy

— a héataddst a —A\(T' — T,) Newton-féle képlettel tudjuk megadni, gy,
hogy A (a disszipédcids egyenltlenség miatt pozitiv) dllandd,

— a test izochor fajhéje allando, értéke ¢, (amely az egyik belsd stabilitdsi
feltétel miatt pozitiv).
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Ekkor a dinamikai egyenlet
T = —\NT —T,).

Tegyiik fel, hogy létezik az egyensily. A dinamikai egyenlet kozvetleniil
megoldhatd; ha a tg (,,kezdeti”) idépontban a test hémérséklete Ty, akkor a
folyamat

ts T(t) = Ty + (To — Ty)e o (t700),

Vildgos, hogy mikozben t tart a végtelenhez, T(t) tart T,-hoz: bedll az
egyensily, hiszen mind A, mind ¢, pozitiv; az egyenstlyhoz tartas tehdt a dis-
szipacids egyenlGtlenség és az egyik belso stabilitédsi feltétel kovetkezménye.

12.4.3. A pszeudolinearis eset

Legyen most a héatadas —A\(T)(T—1T,) alakd, ahol A a hdmérséklet fliggvénye.
Az egyensiilyi tulajdonsdg miatt A(T') # 0 ha T # T, a disszipdcids tulajdonsig

miatt pedig A nem negativ.
A(T)
¢ (vo,T)

Tegyiink le arrdl is, hogy a fajhé édllandd; az a(T) :=
dinamikai egyenlet

jeloléssel a

T = —a(T)(T —T,).

A dinamikai egyenlet megoldasat altalaban nem tudjuk expliciten eléallitani.
Mit tudhatunk ennek ellenére az egyensuly stabilitdasardl?
Prébélkozzunk a linearizalas médszerével! A dinamikai egyenlet jobb oldalanak
linearis része
d(—a(T)(T - T,)) ‘ (T <0,
dr T=T,

Ha o(T,) # 0, azaz A\(T,) # 0, akkor az egyensily (ha létezik) aszimptotiku-
san stabil. Ha A(7},) = 0, akkor nem mondhatunk semmit.

12.4.4. Az altaldnos eset

Tegyiik fel, hogy a (12.11) dinamikai egyenletnek van egyenstilya, és vizsgaljuk
az egyensulyhoz tartést!
Tekintsiik a
T AT):=—(T - T,)?

fliggvényt! Ennek szigori maximuma van T,-nal. Folytonosan differencidlhaté
az egyensuly egy kornyezetében, és a dinamikai rendszer szerinti derivaltja

. q(vo, T, Ta, pa)
T— ANT)=-2(T-T,) 2"/
= A(T) ( ) e (v0.T)

amely T,-ban nulla, azon kiviil mindeniitt pozitiv a fajh6 pozitivitdsa és a dis-
szipacids egyenlOtlenség miatt, azaz szigoru lokalis minimuma van T,-ban.
Kovetkezésképp A Ljapunov-fliggvény az egyensuly aszimptotikusan sta-
bilitasara.
Az éltalanos eset eredménye persze magédban foglalja az el6z6 két speciélis
esetét, amelyeket csak azért targyaltunk kiilon, hogy egy kicsit kozelebbi képet
kapjunk az egyensulyhoz tartasrél.
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12.4.5. Entropikus test esete

Noha az el6bbi eredményiink teljesen altalanos érvényti, érdemes kiilon kitérniink
az entropikus anyagui testre. Most a kanonikus valtozékban felirt (12.10) di-
namikai egyenletet tekintjiik.

A T(eo,v,) = Ty, éltal meghatdrozott e, egyensily aszimptotikus stabilitdséat
az (12.6) fiiggvénybdl szarmaztatott

€ + Pavo

Ty
Ljapunov-fliggvény biztositja. Ugyanis ez az egyensuly egy kornyezetében folytonosan
differencidlhaté, és

e Ale) == L(e,vo) =s(e, vo) —

1 1
T(e,v,) T,
Ezért A els6 derivéltja e,-ban nulla, tovabbé

N 1 dT (e, v,)
Ale) = T(e,v5)?  Oe <0,

N(e) =

kovetkezésképpen A-nak szigord lokélis maximuma van e,-ban.
A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja

. 1 1
e A(e) = (T(ev) — T) Q(ean;Taapa)v

amely a disszipaciés egyenl6tlenség kovetkeztében csak az egyensilyban vesz

fel nulla értéket, a kornyezetében mindeniitt pozitiv; méas széval A-nak szigoru
minimuma van e,-ban.

12.5. Izobar folyamatok

A bevezeté példak folyamataira — a leves hill, az ital melegszik — dgy is
tekinthetiink, hogy a testek nyomasa nem valtozik lényegesen, mindig mege-
gyezik a szoba levegGjének a nyomésaval. Ezért most olyan rendszereket targyalunk,
amelyekben a test nyomésa allanddan a kornyezet p, nyomasaval egyenld.

12.5.1. A dinamikai egyenlet és az egyenstly

Hasznéljuk ismét a (v, T') valtozékat!
A folyamatokban v és T nem fiiggetleniil valtozik, hiszen

p(v,T) = pa (12.12)

kell, hogy teljestiljon. Mivel barmely fazisban a nyomas a fajlagos térfogatnak
szigorian monoton csokkend fiiggvénye, ebbél az implicit kapcsolatbdl barmely
fazisban a térfogat kifejezheté a hémérséklet fliggvényében; ezt most az egyszeriiség
kedvéért T — v(T) formaban jeloljiik.

Tehat a homérséklet valtozdsa meghatarozza a térfogat valtozasat is; ha
t — T(t) a hémérséklet idébeli valtozédsa, akkor a térfogat valtozasa t — v(T'(t)).

Ezért elég egyetlen differencidlegyenlet a hémérsékletre. Ezt a kvetkezéképpen
allithatjuk fel. Az (12.12) Gsszefliggésb6l (a szokdsos pongyola jeloléssel)

p.  Op

%U+87TT:0’
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amibol
o
0= %T (12.13)
ov
barmely folyamatra.
Ebbdl a (12.7) dinamikai egyenlet els6 tagjaban f helyére — de f? helyére
nem — a fenti jobb oldalt téve és az dllandé nyomaéason fett fajhé definiciéjat
felhasznalva azt kapjuk, hogy

¢ (0(T), T)T = q(v(T), T, Ta,pa) + ni(0(T), T, Ta, pa)*.  (12.14)

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsaga szerint

’ T, akkor és csak akkor egyensuly, ha T, = Ty, ‘

és persze ekkor p(v(1s),Tw) = Pa-

Minden egyensiily tehat rajta van a p, értékii izobar gorbén és a T, értékii
izoterman. Az egyensily egyértelmiiségével kapcsolatban az a kérdés, hany
pontban taldlkozhat egy izobar gorbe és egy izoterma. A van der Waals-modell
jol mutatja, hogy altaldban tobb pontban is taldlkozhatnak, tehat az egyensily
altalaban nem egyértelmi.

Viszont tudjuk, hogy v — p(v,T,) injektiv minden fizisban, vagyis minden
fazisban az egyenstly (ha létezik), egyértelmii. Ez jél ismert: adott nyomdsu és
hémérsékletii kdrnyezetben azonos anyagu, folyadék fézist (példaul viz) test is
és szilard fézisu (példdul jég) test is lehet egyensiilyban.

Ezek szerint tehat barmely egyensily lokalisan egyértelmii.

12.5.2. A legegyszeriibb eset

Tegyiik fel, hogy

— a héataddst a —A(T' — T,,) Newton-féle képlettel tudjuk megadni, 1gy,
hogy X (a disszipacids egyenl6tlenség miatt pozitiv) dllandé.

— a test izobdr fajh&je dllandd, értéke ¢, (amely normélis htdgulds esetén
pozitiv),

— munkavégzés idedlis, azaz n = 0.

Ekkor a dinamikai egyenlet a homérsékletre

T = —\NT —T,),
formailag ugyanolyan, mint a legegyszeriibb izochor esetben, megoldédsardl, az
egyenstlyhoz tartasrdl is ugyanaz mondhato el.
12.5.3. A pszeudolineéris eset

Tegyiik fel, hogy a dinamikai mennyiségek pszeudolinedrisak! Minthogy a
test nyoméasa allandéan a kiilsé nyomassal egyenld, csak a homérsékletkiilonbség
johet szamitasba, tehat

q= *)‘Q(T)(TfTa)v f= *)‘f(T)(TfTa);

a disszipaciiis egyenlétlenség szerint A\, > 0.
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A (12.14) dinamikai egyenlet most a
—Ag(T)(T = Ta) + n(T)A(T)(T — Ta)?

r= o (o(T). T)

(12.15)

alakt lesz.
Tegyiik fel, hogy ¢,(v(T),T,) > 0, ami teljesiil, ha a test anyaga normaélis
hoétagulasu, és vizsgaljuk az egyensuly stabilitasat a linearizdlas modszerével!
A dinamikai egyenlet jobb oldaldnak a linedris része, azaz T szerinti de-
rivaltjanak az értéke a Ty, helyen

_Aq(Ta)
(T, Ta) =

Ha A\, (T,) # 0, akkor az egyensily (ha létezik) aszimptotikusan stabil. Ha
A(T,) = 0, akkor nem tudunk mondani semmit.

12.5.4. Entropikus test esete

Ha a dinamikai mennyiségek nem pszeudolinedrisak, akkor dltalaban — egyelore
— nincs eredménytlink az egyenstlyhoz tartasrol, kivéve két lehet6séget. Az egyik
az, ha a veszteségi tényez6 nulla, azaz a munkavégzés idedlis; ekkor az izochor
esethez hasonléan érvelhetiink (lasd al12.16. 1. feladatot).

A masik az, ha a test entropikus. Ezt targyaljuk most.

Mint az entrépidval kapcsolatban altalaban, a kanonikus véltozék adnak
egyszerii formuldkat. Ehhez azonban fel kell tenniink, hogy a p(e,v) = pq
Osszefiiggésbol ki tudjuk fejezni a fajlagos térfogatot a fajlagos belsé energia
fliggvényeként, ami nem feltétleniil lehetséges.

ekkor a dinamkai egyenlet a belsd energiara

¢ = (ale,v(Tu), Tas pa) — paf(e,0(Ta), Tu, pa) + nf(e,v0(Tu), T pa)?) - (12.16)

alaku.
A T(eo,v(Tn)) = T, altal meghatarozott e,z egyensily aszimptotikus sta-
bilitdsdt a (12.6) fiiggvénnyel meghatdrozott
e+ pav(Ty)
Ty

Ljapunov fliggvény biztositja. Ugyanis ez az egyensily egy kornyezetében folytonosan
differencialhaté, és

e— Ale) :=L(e(v(T,)) = s(e,v(Ty)) —

1 1
(o) — _ =
= T T
Ezért A els6 derivaltja e,-ban nulla, tovabba

.o 1 0T(e,0(Th))
MO =@y o <"

kovetkezésképpen A-nak szigori lokdlis maximuma van e,-ban.
A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja az

ahol a(e) a (12.16) egyenlet jobb oldala, a disszipacids egyenlStlenség kovetkeztében
csak az egyensilyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindentitt pozitiv;
L[]

mds szdval A-nak szigord minimuma van e,-ban.
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12.6. Izoterm folyamatok

Vizsgédljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a test hémérséklete
allandé, értéke T,! Hogy képet kapjunk az ilyen folyamatokrdl, tekintsiink
olyan anyagu testet (példdul idedlis gdzt), amelynek fajlagos belsé energidja
csak a hémérséklettdl flige. Az elsé fététel szerint ekkor 0 = ¢ + w, vagyis
akkor lesz izoterm a folyamat, ha mindig pontosan annyi vezetddik el a testbol,
amennyi munka végzodik a testen.

12.6.1. A dinamikai egyenlet és az egyenstly

Most is célszerli a (v, T') véltozdkat hasznalni.
A (12.7)-b8l az adédik, hogy

_ [ Oe 2
q= <&)+P>f+nf>

ami annak a pontos kifejezése, hogyan kell a h6atadasnak és a munkavégzésnek
Osszefiiggnie, hogy a folyamat izotermikus legyen.

A folyamatok t — (v(t),T,) alakiak, vagyis a térfogat valtozdsa egyediil
jellemszi a folyamatokat, ennek megfelelGen a dinamikai egyenlet most

U= f(vaTavapa)

alakt lesz.
Az egyensilyi tulajdonsigok szerint

v, pontosan akkor egyenstly, ha p(vo, Ty) = pa- ‘

Ugyanugy, mint az elébb, csak azt allithatjuk, hogy az egyensily minden
fazisban — ha egyéltalan 1étezik — egyértelmi.
Tehat barmely egyensuly lokélisan egyértelmii.

12.6.2. A pszeudolineéris eset

A dinamikai egyenlet ekkor

V= ﬂ(v)(p(uTa) _pa)

alaki, ahol 5 > 0 a disszipacids egyenl6tlenség miatt.
Vizsgdljuk egy v, egyenstly stabilitdsat a linearizalds médszerével!
A dinamikai jobb oldaldnak linedris része, azaz v szerinti derivaltjanak az
értéke a v, helyen
Ip

B(UO)%(UmTa) <0

a nyomadsra vonatkozé belso stabilitédsi feltétel kovetkeztében.
Ha fS(v,) > 0, akkor az egyensuly (ha létezik) aszimptotikusan stabil. Ha
B(vo) = 0, akkor nem tudunk mondani semmit.
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12.6.3. Az altalanos eset

A v p(v,T,) fiiggvény értelmezve van a v, egy kornyezetében, folytonosan
differencidlhaté és szigorian monoton csokken. Ezért a

v Av) == —(p(v, T,) — Pa)2
fiiggvénynek szigori lokdlis maximuma van v,-ban (az egyensily lokalis egyértelmiisége
miatt). A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja

v Aw) = —2(p(v, Ty) — Pa)w

ez az egyensily lokalis egyértelmiisége, a disszipacids egyenlétlenség, valamint
a nyomdasra vonatkozo belsé stabilitdsi kritérium miatt az egyensilyon kiviil
mindeniitt pozitiv, azaz szigoru lokéalis minimuma van v,-ban.

Mindezeket Osszevetve, A Ljapunov-fliiggvény az aszimptotikus stabilitdsra.

f(vaTaaTmPa);

12.6.4. Entropikus test esete

Noha az el6z6 eredményiink altaldnos érvényi, érdemes kiilon kitériink az
entropikus anyagu test esetére.

Most kivételesen entropikussig esetén is a (v, T') véltozdkat hasznaljuk.

Megmutatjuk, hogy az (12.9) fiiggvénybdl szarmaztatott

2(’[)7 Ta) + Pa¥

v Aw) = L0, Ta) = 5(0, o) = ==~

Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra. Ertelmezve van v, egy kornyezetében,
ott folytonosan differencidlhaté, és

A/(U) — p(U7Ta) _pa.

T,
Ezért A els6 derivéltja v,-ban nulla, tovabbé
Op(v, 7o)
T, A" (v) = i 0
(v) 55 <0

kovetkezésképpen A-nak szigord lokdlis maximuma van v,-ban.
A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja
[ v, T ) —
’UHA('U) = p( a) paf(vaTa)TGJPa)'
T,

Ez a fiiggvény az egyensily lokalis egyértelmiisége és a disszipéacios egyenlétlenség
kovetkeztében csak vo-ban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindentitt

L]

pozitiv; més széval A-nak szigord minimuma van v,-ban.

12.7. Adiabatikus folyamatok

Hoszigetelt és képlékeny fali edényben — vagy egy dugattyuval lezart henger-
ben — levé gézt tesziink a levegébe. Akar nagyobb volt kezdetben a gz nyomaésa,
mint a levegdé, akar kisebb, végiil is a nyomdsa meg fog egyezni a levegd
nyomaésaval. Ilyen folyamatokat irunk le most.
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12.7.1. A dinamikai egyenlet és az egyenstly
A hédtadds nulla, ezért a (v, T)-valtozékban a (12.7) egyenlet a

cv(va)T = (ge +p> f+77f2
v
alakot Olti.

Minhogy © = f, lathato, hogy adiabatikus folyamatban a térfogat és a
hémérséklet valtozasa nem fliggetlen egymastol, a térfogat valtozdsa meghatarozza
a homérséklet valtozasat is.

Adott f-fel irjuk at a fenti egyenletet

. Oe
S0, )T == (2 p—nf)i
¢v(v, T) (avﬂ? nf)v
formaba Ebbdl megallapithatjuk, hogy a hdmérsékletet, mint a térfogat fiiggvényét,
amelyet az egyszerliség kedvéért v — T'(v) alakba frunk, a

dI' ([ 0e(v,T)

(0,150 = = (PG o) 4 a0 T T ) (12.17)

differencidlegyenlet hatdrozza meg a folyamat (v(t),T'(to)) kezdeti feltételével.
Ennek a figgvénynek az értékkészlete gorbe a v—T-sikon, amelyet altalanositott
adiabatanak hivunk (azért dltaldnositott, mert a 4. fejezetben adiabatdn mindig
az ideélis munkavégzésnek megfeleld gorbét értettiink).

fgy tehdt a dinamikai egyenlet a fajlagos térfogatra

o = (v, T(v), Ta, Pa)-

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsiga miatt

’ (o, T'(v,)) akkor és csak akkor egyensily, ha p(ve, T(Vo)) = Pas ‘

vagyis minden egyensuly rajta van a p, értékii izobar gorbén.

Az egyensiily egyértelmiiségével kapcsolatban az a kérdés, hogy egy altalanositott
adiabatan hany egyensily lehetséges; mas szoval: egy altalanositott adiabata és
egy izobar gérbe hany pontban talalkozhat.

Kés6bb tobbszor is felhasznaljuk, hogy (12.17) és az egyensily imént felsorolt
valamint §(v,, T (vo), Ta, Pa) = 0 tulajdonsdgabol

cv(vo,T(vo))%(Uo) = — (g; + p) (Vo, T (o)), (12.18)

aminek kovetkeztében

(0, 7(0))

(% pGte
S \ow AT ¢,

) (v, Tp) < 0 (12.19)

V=V,

a nyomasra vonatkozé belso stabilitasi feltétel valamint a normalis hotagulds
(amit feltesziink) miatt.

Eleve feltettiik, hogy a folyamatok a regularis tartomanyban futnak, ezért
egy (vo, T(vo)) egyensily egy kornyezetében mind a széban forgé altaldnositott
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adiabata, mind az izobdr gérbe valéban gorbe (egy dimenziés részsokasigok);
(o, T'(vo))-beli érintbik

op Op . de
(-8,07 W) s llletVe (C/U7 — (av + p))

értéke a (v, T'(vo)) helyen. Ha

- %(UOvT(UO)) # 0,

— a test normélis hétagulasu (lasd 3.9.),
akkor a két érinté nem parhuzamos egymassal. Tegyiik ugyanis fel ennek az el-
lenkez&jét, vagyis azt, hogy (az egyszeriiségért elhagyva a (vo, T'(v,)) helyettesitési

értéket)

ap op Oe

—— =ac — =—al|l=—+

v Y ar g ¥
valamely nem nulla « szdmra. Az elsé egyenléség miatt @ > 0. A mdsodik
egyenléséget beszorozva %-Vel viszont az adott feltételek mellett azt kovetkeztetjiik,
hogy o < 0: ellentmondésra jutottunk.

Mivel a gorbék érintéi nem parhuzamosak egy metszéspontban, annak egy

kornyezetében nem lehet masik metszéspont, azaz a fenti feltételek mellett

barmely dltaldnositott adiabatdjan az egyensily (ha létezik) lokélisan egyértelmii.

12.7.2. A pszeudolinearis eset

Minthogy hoszigetelés esetén a kornyezet hémérséklete nem jatszik szerepet
a folyamatokban, pszeudolinedris esetben a hémérsékletkiilonbség egytitthatdja
nulla, tehat a fajlagos térfogatra vonatkozé dinamikai egyenlet

0 = B(v)(p(v, T(v)) = pa)
alaku.
Vizsgdljuk a v, egyensiily stabilitdsit a linearizdlas médszerével!
A dinamikai egyenlet jobb oldaldnak a linedris része, azaz v szerinti de-
rivéltjdnak az értéke a v, helyen (12.19) alapjin

600 (o0 7o) )

<0

V=V,

normadlis hotagulas esetén.
Ha fS(v,) > 0, akkor az egyensuly (ha létezik) aszimptotikusan stabil. Ha
B(vo) = 0, akkor nem tudunk mondani semmit.

12.7.3. Az altalanos eset

A (12.19) formuldbdl azt szarmaztatjuk, hogy a v — p(v,T(v)) fuggvény
derivéltja (amely folytonos) negativ a v, egy kornyezetében.
A
v A(w) = —(p(v, T(v)) — pa)Q
fliggvény értelmezve van a v, egy kornyezetében, folytonosan differencidlhaté
és szigord lokdlis maximuma van v,-ban (az egyensily lokalis egyértelmiisége
miatt). A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja

0 ) = =260 T0) = ) 000D ) 5070, Torpa)
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ez az egyensily lokdlis egyértelmiisége, (12.19) és a disszipécids egyenlStlenség

L[]
miatt az egyensilyon kiviil mindeniitt pozitiv, azaz A-nak szigord lokalis mini-
muma van v,-ban.
Kovetkezésképpen A Ljapunov-fliggvény az egyensily aszimptotikus sta-
bilitaséra.

12.7.4. Entropikus test esete

Noha az €l6z6 eredményiink altaldnos érvényti, érdemes kiilon kitériink az
entropikus anyagu test esetére.

Ismét a kanonikus valtozokat hasznaljuk az entropikussaggal kapcsolatban.

A dinamikai egyenlet

é:_pf+7]f27 U:f,

amibdl az elézbekhez hasonlé mdédon azt kapjuk, hogy a belsé energia és a
térfogat valtozasa nem fiiggetlen egymastdl, a térfogat véltozdsa meghatarozza
a belsd energia valtozdsat is ¢ = (—p+nf)0 formdban. Ebbdl megallapithatjuk,
hogy a bels6 energiat mint a térfogat fliggvényét, amelyet az egyszeriiség kedvéért
v — e(v) alakba frunk, a

de
o —p(e,v) +nf(e,v, Ty, pa) (12.20)
differencidlegyenlet hatarozza meg; ennek értékkészlete gorbe a e—v-sikon, egy
altalanositott adiabatdnak az itteni képe.

A folyamatokat tehat az egyetlen

v = f(e(v)7 v, Taapa>

egyenlet hatarozza meg., és

v, akkor és csak akkor egyensuily, ha p(e(v,), Vo) = Pq.

Az el6z6ekhez hasonléan egy fent meghatarozott gérbén az egyensuly lokalisan
egyértelmi.

Minthogy a hoszigetelés miatt nem jatszik szerepet a kiilsé hémérséklet,
formalisan feltehetjiik, hogy az éppen az egyensilyi értékkel egyezik meg, azaz
T, = T(e(vo),v0).

Megmutatjuk, hogy

e(v) + pav

v A(v) == L(e(v),v) = s(e(v),v) — T,

Ljapunov-fiiggvény az egyensiily aszimptotikus stabilitasara. Ertelmezve van
v, egy kornyezetében, ott folytonosan differencialhaté; derivaltjat a szokdsos
sor—oszlop-szorzassal

N(v) = (Ds(e(v),v) - (7{ ?)) : (%) (12.21)

alakba irhatjuk, ahol természetesen

pe— (95 O\ _(1p
" \oe’ Be) \T'T)/)°
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Vildgos, hogy A’(v,) = 0.
A fenti méatrixalak azért eldnyos, mert kénnyen szamithatjuk a mésodik
derivaltat; a D?s masodik derivalt (5.9) métrixalakjaval

= () s (£) s e (8:8)) (5):

A v, egyensilyban a fenti kifejezés mésodik tagja nulla, elsé tagja pedig a
fajlagos entrépia méasodik derivaltjanak pozitiv definitdsa miatt pozitiv. Ezért
A-nak szigord lokalis maximuma van v,-ban.

A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja — (12.21) kifejtésével —

- (- )%+ G-5)r

ahol T := T(e(v),v), stb.

L]
Mivel %f = —pf + nf?, A, az egyensily lokalis egyértelmfisége és a dis-
szipacids egyenlGtlenség kovetkeztében csak v,-ban vesz fel nulla értéket, a

kornyezetében mindeniitt pozitiv; méas széval A-nak szigort minimuma van v,-
ban.

12.8. Kényszer nélkiili folyamatok

Az eddig térgyalt rendszerekben valamely kényszer jelenléte miatt egyetlen
mennyiség — csak a hémérséklet (illetve bels§ energia) vagy csak a térfogat
— valtozasa jellemezhette a folyamatokat. Most olyan rendszereket tekintiink,
amelyben a test dllapotat megadd két mennyiség egymastdl fiiggetlentiil valtozhat;
mas széval a a test a kornyezettel egymastdl fliggetlen mechanikai és termikus
kapcsolatban is all.

12.8.1. A dinamikai egyenlet és az egyensiilyok

A mondottak szerint a kovetkezékben a (12.1) dinamikai egyenletben q és f
kozott semmiféle Osszefiiggés nincs.

A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsdga kovetkeztében (e,,v,)
akkor és csak akkor egyenstly, ha

T(emvo) =T, p(eo,vo) = Pa,

illetve a hémérséklettel mint véltozdval, (v,,T,) akkor és csak akkor egyensily,
ha

T, =T,, p(UOaTo) = DPa-

Vilagos, hogy csak akkor lehetséges egyenstly, ha T, és p, lehetséges homérséklete,

illetve nyomdsa a testnek. Az egyensily &ltaldban nem egyértelmi, viszont
lokalisan egyértelmii, amint azt mar az izoterm és izobar folyamatoknal is lattuk;
kozelebbrol, minden fazisban az egyensily (ha létezik) egyértelmii.
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12.8.2. A pszeudolinearis eset

Hasznéljuk a (v, T') véltozdkat, és tegyiik fel, hogy a dinamikai mennyiségek
pszeudolinedrisak:

q= _)‘q(T - Ta) + Bq(p _pa)>

f==Ap(T —=Ta) + Bs(p = pa),

ahol az egytitthatok a (v, T) folytonosan differencidlhaté fliggvényei.

Legyen (v, T, ) egyensily, és vizsgéljuk a stabilitdsét a linearizdcié médszerével.
A feladat (noha minden tovébbi nélkill térgyalhatd) teljes egészében megle-
hetésen bonyolult, ezért néhany termnészetesnek tiiné egyszeriisité feltétellel
éliink.

A 10.8.4. pontban mondottak fényében ésszerti feltevésnek latszik, hogy
egyensily kozelében a kereszthatasok elenyészok, vagyis

ﬁq(vaaaTaapa) = 07 )\f(UovTaaTavpa) = 0,

(12.22)

viszont a féegyutthaték nem:
Ao 1= Aq(vo, To, T, Py) > 0, Ba = Bf(Vo, Ta, Ty, Ps) > 0.

Tegytik fel azt is, hogy a test normalis h6tagulasu.
Vezessiik be

Ca := ¢ (Vo, Ta),
_ O _ o _ o
Vg = o (UovTa) + Pas ga = 8T(UO7T(L); Pa ‘= o ('Uo;Ta)

jeloléseket.
A (12.7) dinamikai egyenletet els§ tagjat osszuk el ¢,-vel; az igy nyert egyen-
let jobb oldaldnak linedris része (derivaltjanak az értéke az egyensilyban)
_ XatvaBaba VaBapPa

Ca Ca

Baga _Bapa

A miétrix sajdtértékeit meghatdrozé karakterisztikus polinom

)\a“rl/afaﬁa)x_i_ﬂ p ﬁ’
a a67

a a

ot (s

a feltételeinkbél kovetkezéen minden egytitthaté pozitiv, igy a gyokoknek, azaz
a matrix sajatértékeinek a valds része negativ.
Az adott feltételek mellett tehdt az egyensily aszimptotikusan stabil.

12.8.3. Entropikus test esete

Altaldban — a nem pszeudolinearis esetben — keveset tudunk mondani az
egyensulyhoz tartasrdl; kivétel, ha feltessziik, hogy a test entropikus.

Mint az entrépiaval kapcsolatban szinte mindig, most is a kanonikus valtozdkat
hasznaljuk.

Legyen (eo, v,) egyensily, azaz T(eo, Vo) = T4, P(€0s Vo) = Pa-

Megmutatjuk, hogy

€+ Pav
1,

(e,v) — L(e,v) :=s(e,v)
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Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra.

Valéban, elsé derivaltja nulla az egyensilyban, mésodik derivaltja pedig
megegyezik a fajlagos entrépia mdsodik derivaltjaval, amely negativ definit (lasd
5.2.); kovetkezésképpen L-nek szigoru lokélis maximuma van (eo, v, )-ban.

L-nek a dinamikai egyenlet menti derivaltja

I.-(eav) = <—|-(cil’v) - ;;a) (Q(G,U,Ta,pa) - p(eav)f(eavaTaapa))+
pe;v)  Pa
<T(e7v) a Ta) Fle-v. Ta,pa).

Ez a fiiggvény az egyensiily lokalis egyértelmiisége és a disszipacios egyenlétlenség
kovetkeztében csak az egyensilyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében min-

deniitt pozitiv; més széval L-nak szigort minimuma van (e, v,)-ban.

12.9. Rugalmas burok

Most az eddigiektdl elvileg lényegesen eltérd, de formailag hasonléan targyalhaté
rendszert tekintiink. Gondoljunk egy rugalmas tomlében levé gdzra (gumil-
abddra), amelyet adott kornyezetbe helyeztiink. Itt tulajdonképpen harom test
van: a géz, a burok és a kdérnyezet. Azonban a burok nyomésa nem homogén,
amint azt az El0sz6 2. pontjaban megemlitettiik. Ezért a burkot nem 6nallé
testnek modellezziik; ,,végtelen” vékonynak gondoljuk el, amelyet azzal lehet
jellemezni mindossze, hogy az &ltala a gazra kifejtett nyomds annal nagyobb,
minél nagyobb a gdz térfogata. A szokdsos adatokon (kornyezet és test) kiviil
adottnak vesziink tehat egy a fajlagos térfogatnak folytonosan differencialhaté p
fiiggvényét (a burok nyomését a bezirt térfogat fliggvényében), amelyre p’ > 0
teljesiil (a burok nyomdsa szigortian monoton né a térfogattal). Formailag gy
jarunk el, hogy

— a dinamikai egyenlet marad a szokasos alakd,

— a dinamikai mennyiségekre ugyanazokat a feltételeket réjuk ki (egyensilyi
tulajdonsdg, disszipéacids egyenlStlenség) mint eddig, csak benniik a koérnyezet
nyomdsa helyett mindeniitt p, + p-t frunk (mert egyensilyban a test nyomaésa
a kiilsé nyomdsnak és a burok nyomésénak az Gsszegével egyenld).

Az el6z6ektdl vald elvi eltérést az jelenti, hogy itt nem igaz a ,,nulladik
fotétel” (lasd a Bevezetést), azaz egyensilyban a kolcsonhaté testek nyomdsai
nem egyenlék egymassal. Persze nekiink a nulladik f6tételt a dinamikai men-
nyiségek egyensilyi tulajdonsaga helyettesiti, amelyet formailag az eddigiekhez
hasonléan adtunk meg, csak éppen bizonyos helyeken nem egy nyomas, hanem
két nyomads Osszege jelenik meg. Ezért (e,,v,) akkor és csak akkor egyensuly,
ha

T(eoavo) =Ty, p(eoavo) = Pa + p(vo)'

Az egyensily (ha 1étezik) most is lokdlisan — minden fazisban — egyértelmdi.

Bebizonyithatjuk, hogy ha a test entropikus, akkor a kényszermentes esetben
a reguldris tartomanyban minden egyensily aszimptotikusan stabil.

Jelolje ugyanis r a p egy primitiv fiiggvényét. Ekkor

e+ pav+r(v)

(e,v) — A(e,v) :=s(e,v) T
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Ljapunov-figgvény lesz.
Kétszer folytonosan differencidlhato, a derivéltja

oA 1 1 8A_p_pa—|—p

% T T T T

nulla az egyensilyban. Masodik derivéltja

0 0
D2A:D25+< p/>,
O b
Ta

egy negativ definit és egy negativ szemidefinit métrix Gsszege, igy DA negativ
definit; kovetkezésképpen A-nak szigort lokdlis maximuma van az egyensulyban.
A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltja
L]
Ale,v) =
1 1
= T_i q(€7U7Ta,pa +p(’U)) - p(e,v)f(e,v,Ta,pa +p(1})) +

e,v) Tg
ple,v)  pa+P(v)
+ (T(e,v) B T,

) £(e, v, To, pa + ().

Ez a fiiggvény az egyensiily lokalis egyértelmiisége és a disszipacios egyenlétlenség
kovetkeztében csak az egyensilyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében min-

deniitt pozitiv; més széval A-nak szigort lokalis minimuma van (e,, v,)-ban.

12.10. Héforras

Egy masik, a korabbiaktdl elvileg eltér6, de formailag hasonléan targyalhato
rendszert tekintiink. Gondoljuk el, hogy az adott kornyezetben levs testet
beliilrdl fiitjiik, példaul egy edény vizet egy meriiléforraloval. Ezt tgy irjuk
le, hogy a testben ¢, # 0 dllandé héforrds miikodik. Ekkor a dinamikai egyenlet
(a szokdsos ,,laza” jelolésekkel)

é=qs+-pf+nf’, O=Ff

(vo, To) nyugalmi dllapot, azaz konstans megoldédsa a dinamikai egyenletnek,
ha f(vo, To, TasPa) = 0 és qs + q(vo, To, Ty, pa) = 0. Tehdt q(vo, To, Ta, Do) #
0, ami azt jelenti, hogy nyugalmi 4llapot nem egyensily, hanem staciondrius
folyamat. Tovdbbd, ha a test hészigetelve van (q = 0, adiabatikus folyamatok),
akkor nem lehet nyugalmi allapot.

A nyugalmi dllapot stabilitasarol a (12.22) pszeudolinedris esetben a kovetkezét
tudjuk mondani.

Koénnyen lathaté, hogy (ve, T,) akkor staciondrius allapot, ha p(ve, Tp) = pa
és Ty =T, + i—q Ez utobbibdl gs-et kifejezve és beirva a dinamikai egyenletbe,
ugyanolyan alakot kapunk, mint a 12.8. pontban, csak itt T, szerepel T, helyett.
Ezért a linearizaciés mddszerrel ugyanazt az eredményt tudjuk szarmaztatni,
mint ott.
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12.11. Két kornyezet

Egy harmadik, a korabbiaktdl elvileg eltér6, de formailag hasonléan targyalhaté
rendszert tekintiink. Gondoljuk el, hogy egy test két kornyezettel is kapc-
solatban all, példaul egy ablakiiveg a kinti hideg és a benti meleg levegével.
A kozonséges termodinamikai modell csak akkor értelmes, ha a két kornyezet
nyomdsa egyenld vagy a test merev és rogzitve van (kiilonben a test ,,dtmenne”
vagy ,,atnyomulna” az egyik kornyezetb8l a masikba).

Legyen a kornyezetek kozos édllandé nyomaésa pg, allandé homérsékletiik
pedig T,, illetve T},. Tegyiik fel, hogy a test és a kornyezetek kozotti héatadasok

qa(v, T, Ta,po) = —)\G(T — Ta), C[b(’l)7 T, Tb,po) = —>\b(T — Tb)

alakuak, ahol A\, és A, pozitiv allandé.

Vegyiik észre, hogy egyenstily nem létezik: ugyanis egyensilyban minden
dinamikai mennyiségnek kiilon-kiilon, tehat q,-nak is, q;-nek is nulla értéket
kellene felvennie. Staciondrius folyamat azonban lehet: a (v,T) véltozdékat
hasznélva (v,, Ty,) akkor és csak akkor nyugalmi dllapot azaz staciondrius folya-
mat, ha
AaTo + Ty )

Ao+ Ay
a test homérséklete a kornyezetek homérsékleteinek konvex kombinécidja.

Tekintsiik csak az izochdr folyamatokat: legyen a test térfogata allandé, v,.
Ekkor a homérsékletre a

Co(Vo, T)T = =Xo(T — Ty) = (T = Tp) = —(Aa + M) (T — T)

p(UmTo):pO és T, =

egyenlet adddik, amelyet a 12.4.2., illetve a 12.4.3. pontokbdl jol ismeriink.
Erdemes megemliteni, hogy a valésadgban a két kornyezet kozotti test homérséklet-
eloszlasa nem homogén: a téli ablakiiveg hémérséklete kintrol befelé névekszik.

12.12. Osszefoglalé megjegyzések
12.12.1. Az egyensilyhoz tartas feltételei

Egyenstly (nyugalmi &llapot) létezéséhez mindenképp sziikséges, hogy az
egyensulyt meghatdarozo egyenleteknek legyen olyan megoldédsa, amely allapota
a testnek.

Az egyensiilyhoz tartas — aszimptotikus stabilitds — alapvetd eléséges feltételei
minden esetben

— a belsd stabilitasi kritériumok (az anyagok tulajdonsdga, amely a
konstittcids fiiggvényekben jelenik meg),
— a disszipdcios egyenl6tlenség (a kolesonhatasok jellemzdje, amely
a dinamikai mennyiségekben titkrozédik).

A Ljapunov-fiiggvényes médszer esetén

— a belsé stabilitasi kritériumokbdl a Ljapunov-fiiggvény maximuma,

— a disszipacids egyenlétlenségbdl pedig a Ljapunov-fiiggvény dinamikai
rendszer szerinti derivaltjanak minimuma kovetkezik,
és ez a kettd egyttt biztositja az aszimptotikus stabilitast.

A Delso stabilitdsi kritériumok magukban nem elegenddk. Ezt azért érdemes
hangsilyozni, mert a szokasos termodinamikdaban dinamikai egyenlet nélkiil
olykor csupan a bels6 stabilitasi kritériumokbdl vélik ,,levezetni” a stabilitast.
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12.12.2. Az entrdpia szerepe

Entropikus testre az eddig targyalt esetekben — kivéve a rugalmas burok
esetét — a test és a kornyezet Osszentropidja veheté Ljapunov-fiiggvénynek az
egyensuly aszimptotikus stabilitaséara.

Tehat:

Az Gsszentrépia

— szigortan maximalis az egyenstlyban (staciondrius éllapotban), ami
a bels6 stabilitdsi kritériumok kovetkezménye,

— szigortian monoton nd minden nem-egyensuilyi (nem-staciondrius)
folyamatban, ami a disszipacids egyenlétlenség kovetkezménye.

Nagyon vildgosan latszik, hogy az Gsszentrdopia egyensilyi maximalis
volta és nemegyensiilyi novekedése egymastdl fiiggetlenek (14sd az El8sz6
3. pontjat).

A disszipdcids egyenlStlenségben szereplé mennyiség az Osszentrépianak a
dinamikai rendszer szerinti derivaltja (entropikus test esetén); ezt az el6zéek
szerint értheté6 médon entrépia-produkciénak hivjuk.

12.12.3. Széls6érték-tulajdonsagok

Szokdsos termodinamika-konyvekben egyes rendszerekre kiilonféle fiiggvények
széls6értékével azonositjak az egyensulyt. Ezek a kijelentések dltaldban formalis
szamolason alapulnak, és ha igazak is, épp azt az egyszerdi tényt homalyositjak
el, hogy mindig az 6sszentrdopianak van maximuma egyensilyban.

Példéul azt szokds mondani, hogy izotermikus folyamatok esetén az Ossz-
szabadenergianak van minimuma egyensilyban. Ez persze igaz, hiszen értelemszerti
jelolésekkel az Ossz-szabadenergia izoterm folyamatok esetén

(E —ToS) + (Ey — TuSa) = —Ta(S + Sa) + (E + E,),

amely az additiv F + E, és a multiplikativ T, alland6tol eltekintve megegyezik
az Osszentrépia negativiaval.

Azt is mondjék, hogy izobar folyamatok esetén az Gsszentalpidnak van min-
imuma egyensilyban. Ez igaz, de semmitmondd, hiszen az izobar Osszentalpia

(E+Pav)+(Ea+PaVa):(E+Ea)+Pa(V+Va)

allandé.

A szokasos megfogalmazasok alapjan gondolhatnank arra is, hogy nem az
Ossz-szabadenergianak, illetve nem az Ossz-entalpianak, hanem csupéan a test sz-
abadenergidjanak, illetve entalpidjanak van minimuma az egyenstilyban a megfeleld
feltételek esetén. Ez azonban lehetetlen, hiszen a kérnyezet tetszélegesen megvalaszthato,
igy a kornyezettol fliggben barmely dllapot lehet egyensulyi.

12.12.4. ,,Végtelen lassu”, ,,végtelen gyors”

A térfogat rogzitése és a hészigetelés (izochdr, illetve adiabatikus folyama-
tok) olyan kényszer, amely a gyakorlatban konnyen megvaldésithaté (legaldbb
is igen jo kozelitéssel, hiszen tokéletesen merev test és tokéletes hészigetelés
nem létezik). Ellenben a hdmérséklet vagy a nyomds rogzitése valéjdban meg-
valdsithatatlan. Szokasos termodinamikai targyaldsokban azt mondjak, hogy
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allandé homérsékleti ,,hoétartallyal” — azaz kornyezettel — termikus kapcso-
latban levd test folyamatai izotermikusak, a test hémérséklete megegyezik a
hotartaly hémérsékletével, ha a test térfogata ,,végtelen lassan” valtozik, vagy
ha a héatadas a test és a tartdly kozott ,,végtelen gyors”. Vizsgédljuk meg egy
egyszerd esetben, tudunk-e értelmet adni ezeknek a kijelentéseknek.

Legyen a test anyaga idedlis gdz édlland6 ¢ fajhével, haszndljuk a (v,T)
valtozokat. Tovabba legyen

q(U,T, T(l7pa) = 7>\(T - Ta)7 f(U7T7 T(l7p(l) = ﬂ(p(’l),T) 7p11)7

ahol \ és B pozitiv allandok, és tegytilk fel, hogy a veszteségi tényez6 nulla.
Ekkor a dinamikai egyenlet

CT: _)‘(T_Ta) —ﬁp(U,T)(]J(U,T) _pa)' (12'23)
0= Bp(,T) = pa)- (12.24)

Tekintsiik ennek egy ¢ — (v(t), T(t)) megoldésat. Tegyiik fel, hogy a test
hémérséklete dllandéan a kornyezet hémérsékletével egyenls, T'(t) = T,,. Ekkor
persze T = 0, és igy az elsé egyenletbdl p(v(t), T,) — pa = 0; ez pedig a masodik
egyenlet szerint azt jelenti, hogy © = 0, azaz a térfogat is dllandd, v(t) = v, és
p(vo,Ta) = pa- A folyamat pedig egyensiily, azaz semmi sem véltozik.

Tegyiik most fel, hogy a térfogatvéltozds ,,végtelen lassi”, azaz B(p(v,T) —
Da) 5, végtelen kicsi” | azaz nulla. Ekkor a térfogat nem valtozik, és az elsd egyen-
let jobb oldaldnak m&sodik tagjat elhagyva és figyelembe véve a T'(tg) = Ty,
kezdeti feltételt, valéban azt kapjuk, hogy T'(¢t) = T, minden ¢ pillanatban.
Ekkor is a folyamat egyensily, azaz nem véltozik semmi. ,,Végtelen lassi”
térfogatvaltozassal nem idézhetiink elé nem egyensilyi izotermikus folyama-
tot. Jegyezik meg, hogy a ,,végtelen lassu” térfogatvaltozast formalisan ugy
kaphatjuk meg, hogy S-val a nulldhoz tartunk.

Tegyiik most fel, hogy a héatadés ,,végtelen gyors”, azaz \ ,,végtelen nagy”.
Osszuk el a dinamikai egyenlet elsé tagjat A-val, majd tartsunk vele a végtelenhez;
ekkor azt kapjuk, hogy T' = T,. Mindez a dinamikai egyenlet méasodik tagjat
csak kozvetve érinti: benne T helyett T,-t kell irnunk, de tovdbbra is érvényben
marad, j6 egyenlet lesz a térfogatvaltozasra. Fgy kicsit azonban oda kell fi-
gyelniink: a A — oo hatdratmenet eredménye nem olyan egyszeri. A pontos
megfogalmazdshoz a differencidlegyenletek elméletébdl ismert tényt idézzik: a
A-val végigosztott els6 egyenlet jobb oldaldanak T szerinti derivaltja elég nagy
A-k esetén mar negativ, ezért ha ¢t — (vx(¢),Th(t)) jeloli a dinamikai egyenlet
va(to) = vo, Ta(to) = To kezdeti feltételt kielégité megolddsat, és t — v(t) a

0= ﬁ(p(vaa) - pa)
differencidlegyenletnek a vy kezdeti feltételt kielégité megolddsa, akkor

lim vy (t) = v(t), lim Ty(t) =T,
A—00 A—00
minden t > tg esetén.

[jgy képzelhetjik tehat el, hogy akkor lesz a folyamat izotermikus, ha a test
és a hétartaly kozott |, végtelen gyors” a héatadas. Pontosabban: minél gyorsabb
a hoéatadas, annal jobb kozelitéssel tekinthetjiik a folyamatokat izotermikusnak.

A mondottak nagyon jél mutatjak, mennyire kell vigydznunk értelmesnek
14tsz6 képekkel. A ,,végtelen lassu” térfogatvéltozast ugyanugy el tudjuk képzelni,
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mint a ,,végtelen gyors” hdatadést, az elébbinek azonban nem adhaté korrekt
matematikai megfogalmazds, az utébbinak igen.

Azt is mondhatjuk, jé az az elképezelés, hogy kozel izotermikus a folyamat,
ha — valamilyen értelemben — a hoatadas gyors a térfogatvéltozashoz képest,
mert ennek értelmes hataresetét tudjuk biztositani azzal, hogy a héatadas ,,végtelen
gyors”. Viszont nem jé elképzelés az, hogy kozel izotermikus a folyamat, ha —
valamilyen értelemben — , a térfogatvaltozas lassu a héatadashoz képest, mert
nem értelmes a ,,végtelen lassu” térfogatvaltozas hataresete.

12.12.5. Allandé h8mérséklet, allandé nyomas

Mint emlitettiik, szokdsos termodinamikai targyaldsokban az izotermikus,
illetve izobar folyamatok tgy valésulnak meg, hogy a test homérséklete, illetve
nyomésa megegyezik egy ,,tartdly” (a kornyezet) dllandé hémérsékletével, illetve
allandé nyomaséaval. Mi is ilyen eseteket vizsgaltunk.

A félreértések elkeriilése végett most egyszerii példdkon bemutatjuk, hogy
nem ez az egyetlen lehet&ség.

Tekintsiik idedlis gdzra a (12.23) egyenletet.

Tegyiik fel, hogy a test hémérséklete allandd, értéke T, # T,, ahol Ty is
allandé. Konnyt latni, hogy alland6 kornyezeti nyomaés esetén ez nem lehetséges.
Prébélkozzunk valtozé kornyzeti nyoméssal, azaz egy t — p,(t) fliggvénnyel.

Ekkor tehat p = kfo, és igy az

AT —Ty)
kKT,

o= —

jeloléssel az egyenlet els6 tagjabdl v = av adddik, amibol
v(t) = v(0)e™, és ebbél  p(t) = p(0)e .

Ezekbél és az egyenlet méasodik tagjabdl megkapjuk, hogyan kell fiiggnie a
kornyezet nyomasanak az id6tol:

av(0)
8

Tehét lehet egy test folyamata gy izotermikus, hogy a test homérséklete
nem egyenl6 a kornyezet hémérsékletével, viszont ekkor a koérnyezet nyomaésa
nem lehet dllando, és természetesen nem létezik egyensily sem.

Teljesen hasonléan a kornyezet hémérsékletének alkalmas ¢ — T, (t) fliggényt
valasztva elérhetd, hogy a test nyomédsa allandé, értéke p, # p, legyen, ahol p,
is allandé. A részletek kidolgozasat az olvaséra bizzuk; az eredmény az

eat

pa(t) = p(0)e™ " —

o= ﬂ(po 7pa)

jeloléssel
v(t) = at 4+ v(0), és T(t) = —at + T(0),

és végil
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12.13. Hoderdgépek
12.13.1. A hder6gép modellje

A héerégépek (és a hdszivattyuk, hiitégépek) olyan szerkezetek, amelyek
héaramldst (héataddst-dtvételt) haszndlnak fel mechanikai munka végzésére (il-
letve mechanikai munkavégzéssel hoznak létre hédramldst). Noha a valésdgos
gépek altaldban bonyolult szerkezetek, és fazisatalakulasokat, kémiai reakcidkat,
elektromos jelenségeket stb. is felhasznalnak, az eddig targyalt egyszerti folyam-
atok segitségével is kaphatunk egy durva képet a miikodésiikrol, amely egyéb
tanulsdggal is szolgal .

A gépet egy allandé N részecskeszamu testtel modellezziik, amelynek, al-
kalmas kornyezettel kapesolatban allva, periodikus ¢ — (v(t), T(t)) folyamata
jon létre. Vezessiik be a

Q(t)::Nq(U(t)’ T(t)7 P(t)v Ta(t)’ Pa(t))v W(t)lsz(U(t), T(t)a Ta(t)a Pa(t))

jeloléseket. Rogzitsiink egy [t1, ta] intervallumot, amelyben a periédus, az tigynevezett
korfolyamat megvaldsul, és legyen

T+ = {t S [thtg] | Q(t) > 0}, T = {t S [tl,tg] | Q(t) < O},

t1

to
QF = / Qydt, Q= / Qwd, Qo= [ Quat.

to
W, = W (t) dt.
t1

Minthogy ¢ — Q(t) folytonos fiiggvény, 7 nyilt halmaz; kévetkezésképpen
akkor és csak akkor nulla mértékii az idéegyenes Lebesgue-mértéke szerint, ha
iires. QF > 0 és pontosan akkor nulla, ha 7% iires.

QT a gép 4altal a korfolyamatban felvett h6, Q- a leadott h8, Q. a forgal-
mazott 6sszhé, W, pedig a gépen végzett munka, azaz —W, a gép altal végzett
munka. Nyilvanvalé tovabbd, hogy Q. = QF — Q.

A gép édllapota a periddus elején és végén ugyanaz, ezért a gép energidjanak
a megvaltozasa a korfolyamatban nulla, tehat az els6 f6tételbol azt kapjuk, hogy

O:Q0+Wc~

12.13.2. A héforgalmazas jellemzése

A gép teljes entrépidja a folyamatban ¢ — S(t) := Ns(e(t),v(t)). Tegyiik fel,
hogy a munkavégzés idedlis és a gép entropikus. Ekkor a 5.2. pontban szereplo
egyenlGségek alapjan
Q

S:T,

1Ez pont a C.Truesdell-S.Bharatha: Classical Thermodynamics as a Theory of Heat En-
gines, Springer, 1977 konyv alapjdn késziilt



116 III. NEHANY EGYSZERU RENDSZER RESZECSKECSERE NELKUL

amib6l — mivel periodikus folyamatrdl van szd, S(t1) = S(t2) —

o [ G [ G [ G

QW [ —Q)
() d’f‘/ ()

Tt .= sup{T(t) |t € 7T}, TH =inf{T(t) |t e},

azaz

Ebbél a

T~ T :=sup{T(t) |t e}, T4 :=inf{T(t)|teT"}

jelolésekkel a

Qf Q. Qf

T+ =T7-1" T+ =TT
becsléseket kapjuk. Ezek azt mutatjdk, hogy QF és Q. vagy mindkettd nulla,
vagy egyik sem, ami azt jelenti, hogy nem nulla munkavégzés esetén (amikor a
héforgalmazés sem nulla) hét csak felvenni, illetve csak leadni nem lehet. Ez
hészivattyikra nem sokat mond, de anndl tobbet munkagépekre: a gép csak
hofelvétellel nem végezhet munkat.

(12.25)

12.13.3. A termikus hatasfok

A héer6gép termikus hatasfoka a korfolyamatban a végzett munka és a felvett
hé hanyadosa:
We _QF-Q @
Q Qd QF

A hészivattyu termikus hatédsfoka a korfolyamatban végzett munka és a lead-
ott hé hanyadosa:

Ng =

o We_@r-or | et
T Qc Q:
Az elébbi becslések alapjén idedlis munkavégzés és entropikus test esetén
T+ T+
ngﬁlfﬁ, nszélfﬁ.

12.13.4. A Carnot-féle korfolyamat

Ha a hémérséklet allandé 77-on és 7~ -on is, azaz
TH =7+ = T+, TH=T7"T=17",
akkor a (12.25) becslésekben egyenldség &ll,

QF _ Q2
T+ T

(12.26)
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Munkagép esetén W, < 0, tehdt ekkor QF > Q7. Ez az eléz8 egyenléséggel
csak dgy fér ossze, hogy T > T~ : a test hémérséklete magasabb, amikor hét
vesz fel, mint amikor hét ad le. Ekkor a termikus hatésfok eléri a lehet6 legjobb
értékét:

-

ngzl_ﬁ

Hészivatyd esetén W, > 0, tehdt ekkor QF < Q- . Ez az eléz8 egyenldséggel
csak tgy fér ossze, hogy T+ < T : a test hdmérséklete alacsonyabb, amikor hét
vesz fel, mint amikor hot ad le. Ekkor a termikus hatasfok:

T+
Moz =1 —

Az éltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a kérfolyamat periédusdnak
az elején van 77; minthogy a hémérséklet az idének folytonos fiiggvénye, 7-
t is, 77-t is egy olyan intervallum koveti, amelyben a hoatadas nulla. Ez az
ugynevezett Carnot-féle korfolyamat, amely tehat négy 1épésbél tevédik
0Ossze.

1. A testet TT allandé hémérsékleten hagyjuk izotermikusan kitdgulni (hét
vesz fel és munkét végez);

2. A testet hészigeteljiik, és hagyjuk tovébb tdgulni (adiabatikusan), mig le
nem hiil a T~ hémérsékletre (munkét végez);

3. A testet T~ dllandé hémérsékleten izotermikusan dsszenyomjuk (munka
végzédik rajta, és hét ad le);

4. A testet hészigeteljiik, és Osszenyomjuk (adiabatikusan), mig fel nem
melegszik a T hémérsékletre (munka végzédik rajta).

12.13.5. A hatasfok

Erdemes megjegyezni, hogy munkagép szokdsos hatdsfoka, amely a (hasznos)
munka és a befektetett energia hanyadosa, dltaldban kisebb, mint a termikus
hatasfok, ugyanis a befektetett energia tobb, mint a gép altal felvett h6. Nagyon
jol mutatja ezt a Carnot-féle korfolyamat: energiat veszitiink azaltal, hogy

— kapcsolatban hozzuk a testet egy hétartallyal,

— hészigeteljiik a testet, aztdn eltavolitjuk a hészigetelést,

— kapcsolatba hozzuk a testet egy masik hotartallyal,

— megint hoszigeteljiik a testet, majd eltavolitjuk a hészigetelést.

12.14. Megjegyzések a masodik fotételrol

A 12.12.2. pontban mondottak vildgosan mutatjik, hogy a méasodik f6tétel
olyan formai, miszerint ,,zért rendszer egyensilyaban az entropia maximalis” és
,,iem egyensulyi folyamatokban zart rendszer entrépidja né”, nincsenek 6sszefiiggésben
egymaéssal, egyikbdl sem kovetkezik a masik. Fzt majd a 13.11.2. pontban tobb
test esetén is latjuk.

A Clausius-féle megfogalmazdst, miszerint ,,a h6 spontan mindig a melegebb
helyrol aramlik a hidegebbre”, a disszipéacids egyenlotlenség fejezi ki.

A | ,mésodfaji perpetuum mobile lehetetlensége”, vagyis a méasodik fététel
Kelvin—Planck-féle megfogalmazéasa, miszerint nincs olyan periodikusan miikodé
gép, amely csupan héfelvétellel munkat végezne, a 12.13.2. pontbeli eredményiink
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alapjan mindGssze az entropikussdgon (és az idedlis munkavégzésen) muilik, nem
hasznalja a disszipacids egyenlGtlenséget, ezért semmiféle kapcsolatban sincs a
masodik f6tételnek a Clausius-féle értelmezésével.

Ez annyira meglepd, hogy érdemes alaposabban koriiljarnunk. Tegyiik fel az
egyszeriiség kedvéért, hogy a héerégép allandé hémérsékleten vesz fel és ad le
hét (Carnot-féle korfolyamat); ekkor, mint mar emlitettiik, a test hémérséklete
magasabb, amikor hot vesz fel, mint amikor hét ad le. Ebbdl szoktdk azt
kovetkeztetni, hogy a hé magasabb hémérsékletrol aramlott az alacsonyabb felé,
és kozben munkat is végzett. Csakhogy ez nem igaz. A hé valahonnan aramlik a
testbe és valahova dramlik a testbdl. Itt a képletekben csak a test hémérséklete
jelenik meg, és semmi sem utal a disszipacids egyenlotlenségre, vagyis arra, mi-
lyen a hémérséklete annak a kozegnek, ahonnan a hé dramlik a gépbe (mi zarja
ki, hogy alacsonyabb, mint a gépé?), és milyen a hémérséklete annak a kozegnek,
ahovd a hg§ dramlik a gépbdl (mi zérja ki, hogy magasabb, mint a gépé?).
A szokdsos érvelésben az tehat csak hallgatdlagos megallapodés, hogy a gép
héfelvevs és héleadé hémérséklete azaz T, illetve T~ megegyezik a géppel kapc-
solatban levé kozeg hémérsékletével; erre a hallgatolagos megéllapodasra veze-
thet6 vissza az a helytelen allitds, hogy a Kelvin—Planck-féle megfogalmazasbdl
kovetkezik a Clausius-féle.

Foglaljuk 06ssze, mit tudunk mondani a maéasodik f6tételnek az Elészo 3.
pontjaban idézett a, b, ¢, és d alakjarol.

c. Az entréopia-maximum a bels6 stabilitasi feltételek kovetkezménye.

d. Az entrépianovekedés a disszipacids egyenlGtlenségbol kovetkezik.

b. A Clausius-féle megfogalmazast a disszipacios egyenlétlenség tiikrozi.

a. A Kelvin—Planck-féle megfogalmazds mindossze az entropikusségbdl (és
az idedlis munkavégzésbél) szarmaztathato.

Tehat a. és b. nemhogy egyenértékiiek, de fiiggetlenek egymaéstol; ugyanigy,
c. ésd. is fiiggetlen egymdstdl; b. és d. szoros kapcsolatban 4ll egyméssal (nem
egyenértékiiek, mert a disszipacios egyenlotlenségben a hoatadast tartalmazo
tag dnmagaban nem sziikségszeriien pozitiv); a. fiiggetlen az Gsszes tobbitél.

12.15. A negativ hémérsékletrol

Amit a negativ homérsékletr6l mondani szoktak, az az ,,egy test adott
kornyezetben” targykorébe tartozik, de egy kissé tavol esik az eddigiektdl, mert
magnesezhet6 testekre vonatkozik, és mi ilyeneket nem targyaltunk. Nem is
fogunk. A szokasos gondolatmenet tarthatatlansaga enélkil is jol lathaté lesz.

Olyan testet tekintiink, amely

— molekuldi 6néllé (mikroszkopikus) mégneses momentummal rendelkeznek,

— onmagdban nem mutat megfigyelheté (makroszkopikus) mégneses tulaj-
donsdgot (mert a mikroszkopikus mégneses momentumok teljesen rendezetleniil
irdnyulnak), ezért a test magneses jelenségek hijan ugy viselkedik, mint az eddig
targyalt testek,

— maégneses mezében magnesezddik (makroszkopikus mégneses momentum
jon létre a mikroszkopikus magnesek rendezédése &ltal).

A test allapotat a térfogata, hémérséklete és magneses momentuma jellemzi.
A térfogat jelentéktelen szerepet jdtszik, figyelmen kiviil hagyjuk (amint az
szokdsos is).

A T, hémérsékletli, B, magneses mez6jli kornyezetben a testnek (7, M,)
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egyensilya &ll be, ahol T, = T, és ,,elég nagy” T, esetén a Curie—Weiss-féle

@
M, = T ﬂBa
(kozelitd) formula teljesiil, ahol a, 8 > 0 dllandé.

Jél értsiik: ha a magnesesen semleges testet adott hémérsékletii és adott
magneses mez0ju kornyezetbe tessziik, akkor egy folyamat indul el, amelynek a
végén — vagyis aszimptotikusan stabil egyensilyban — a fenti 6sszefiiggés lesz a
test magneses momentuma és a kiils6 mégneses mezd kozott. Azt is latjuk, hogy
rogzitett magneses mez6 mellett ha test egyensulyi T, = T, hémérséklete nagy-
obb (kisebb), akkor az M, egyensiilyi magneses momentuma kisebb (nagyobb).
Viszont sz6 sincs arrdl, hogy Ti,-t és M,-t, helyettesithetjiik a test barmely pil-
lanatnyi 7' hémérsékletével, illetve M méagneses momentuméval (hiszen példdul
a kezdeti pillanatban a test hideg és a magneses momentuma nulla, a végén
viszont a test forré és magnesezett: mind a hémérséklete, mind a magneses
momentuma nott).

A negativ hémérsékletre vonatkozo szokdsos érvelés egyik kiindulépontja az
elektrodinamikdnak a magneses energiara vonatkozo formuldja. A kdvetkezékben
a B, kiils6 magneses mezének és a test M méagneses momentuménak az irdnya
egy egyenesbe esik, ezért a mennyiségeket skaldrként kezeljiik, és tigy vessziik,
hogy M > 0; B, aszerint pozitiv, illetve negativ, hogy azonos vagy ellentétes
irdnyu M-mel.

Az elektrodinamika szerint, ha a test M magneses momentummal rendelkezik,
akkor a B, kiils6 méagneses mezében a magneses energidja —M B,. Ezért:

Al. Ha M csokken (névekszik), akkor a test mdagneses energidja
—- a) B, >0 esetén ndovekszik (csokken),
- b) B, <0 esetén csokken (novekszik).

A szokasos érvelés beemel még egy gondolatot, amely a statisztikus fizikabdl
ered; eszerint egy test entrépidja a (mikroszkopikus) rendezetlenség mértéke.
Esetiinkben minél kisebb a test makroszkopikus méagneses momentuma, annal
nagyobb a mikroszkopikus rendezetlenség, ezért nagyobb kell legyen a ren-
dezetlenséget méré mennyiség értéke is. Tehat ezt mondjak:

A2. Ha M csokken (névekszik), akkor a test entrdpidja novekszik (csokken).

Ezutan az érvelés igy hangzik: tegylik a testet a B, > 0 magneses mezbbe,
varjuk meg, amig kialakul az M, egyensilyi magneses momentum. Ekkor
forditsuk meg hirtelen a kiilsé magneses mez6 irdanyat az ellenkezGjére, azaz
legyen a magneses mez6 —B,. A testen semmi valtozds nem toértént tehat
maradt az M, méagneses momentuma, amely most ellentétes a kiilsé mezovel.
Ez az allapot, ha egyensily is, nem stabil: a mikroszkopikus mégneses momen-
tumok igyekeznek bedllni a mégneses mezd irdnyaba, tehdt folyamat indul el,
amelyben a kis magnestiik elfordulnak, véletlenszertien erra-arra. A folyamat
soran ezért M csokken, egészen addig, amig nulla nem lesz (aztdn majd djra nd,
de egyelére azt tegyiik félre).

Az érvelés igy folytatédik: a termodinamika ismert Osszefliggése szerint a
test S entrépidjara (dllandé térfogat mellett)

1 0S

= (12.27)
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all fonn.

Az Al.a)-A2. esetben — amikor a kiils6 mégneses mez8 és a test méagneses
momentuma azonos irdnyd — az energia és az entropia egyiitt novekszik vagy
csokken, tehat % > 0 teljestl, a homérséklet pozitiv.

Viszont az Al.b)-A2. esetben — amikor a kiils§ mégneses mez6 és a test
magneses momentuma ellentétes iranyu — épp ellenkezbleg, az energia csékkenése
és az entropia novekedése jar egyiitt, tehét g—g < 0 teljesiil, a hémérséklet
negativ.

A negativ homérsékletek és a pozitiv hémérsékletek nem a nullan keresztiil
kapcsolédnak egymashoz, mondjak, hanem a végtelenen keresztiil: ahogy a
forditott &allasban M csokken, Ugy csokken a negativ hémérséklet, mignem
az M = 0 esetben eléri a negativ végtelen homérsékletet, amely egyenlo a
pozitiv végtelen homérséklettel, hiszen a Curie—Weiss-formula szerint a nulla
magnesezettség a végtelen hémérsékletnek felel meg.

Tobb helyen is séntit a szokdsos érvelés. Erdemes dsszefoglalni, miért és
hogyan.

1. Az entrépia mint a rendezetlenség mértéke intuitiven, egzakt formula
nélkiil jelenik meg; ez a legkisebb hiba, taldn még javithato is.

2. Amikor a megforditjuk a kiils6 magneses mez6t, a testtel nem torténik
semmi, azaz allapota nem valtozik meg; az dllapotat azonban nem csak az M,
mégneses momentuma, hanem T, = T, hémérséklete is jellemzi.

3. Egy test hémérséklete a test 6nnon tulajdonsdga (legaldbb is eddigi
tuddsunk alapjan), a negativ hémérséklet azonban a test és a kornyezet kdlesonos
tulajdonsaga volna, mert fiigg a magnesezettség és a kiilsé mez6 kolcsénos
irdnyatol. Semmi sem véltozik a testben, csak a kiils6 mez6 vélt irdnyt, és
test homérséklete egyszerre negativ lesz?

4. Ha a test hémérséklete fiigg a kiils6 magneses mez6tél is, akkor (12.27)
szerint az entrépidnak is fliggnie kell; az érvelésben viszont sehol sem jelenik meg
(nem is jelenhet meg), hogy az entrépia, a rendezetlenséget méré mennyiség is
fliggne a kiilsé mez6tol. Hiszen a pillanatnyi rendezetlenség maga is fiiggetlen
a kiilsé mez6t6l (a mégneses momentum M, és 0 kézott barmi lehet)!

5. Oszekeverik az energidt és a belsé energist. A (12.27) képletben sz-
ereplo energia a test belsd energidja. Az elektrodinamikabdl hozott formula
a testnek kiils6 magneses mezében levs helyzeti energidjat jelenti, nem a test
belsé energiajat, s6t még csak nem is a belsé energidnak a a magnesezettségbol
adodo részét, amely a mikroszkopikus magneses momentumok egymassal vald
kolesonhatasabdl adodik.

6. A végtelenen keresztiil kapcsolédd negativ és pozitiv hémérsékletek szemléltetésénél
kétszeresen helyteleniil hivatkoznak a Curie-Weiss-formuldra. Ugyanis, amint
arra felhivtuk a figyelmet, a Curie-Weiss-formula egyrészt nem akarmilyen homérsékletrél
és magnesezettségrol szol, hanem csak az adott kiilsé homérsékletben bealld
egyensulyi magnesezettségrol; méasrészt nem azt mondja, hogy a mégneses mo-
mentum csokkenése maga utdn vonja a homérséklet emelkedését, hanem azt,
hogy a hémérséklet emelkedése eredményezi a magneses momentum csokkenését
(és ismét: mindez csak az egyensilyi értékekre vonatkozik!). Az érvelés sz-
erint amely pillanatban a test magnesezettsége nulla, abban a pillanatban a
test hémérséklete végtelen. Azonnal latszik ennek az abszurditdsa: ha egy
magnesezetlen testet betesziink egy magneses mezobe, akkor a betevés pil-
lanataban a hémérséklete maris végtelen volna.
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12.16. Feladatok

1. Tekintslink idedlis munkavégzés melletti izobédr folyamatot! Mutassuk meg, hogy ekkor,
feltéve, hogy az izobdr fajhd pozitiv, T +— —(T — Ta)2 Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus sta-
bilitdsral

2. Tekintsiik idedlis gdz olyan izotermikus folyamatait, amelyekben adott S > 0 allandéval
H(v, T, Tu, pa) = B(p(v,T) — pa). Adjuk meg a

ka
13:ﬂ< T 717:1)7
v

dinamikai egyenlet konkrét megoldédsat a v(tg) = vo kezdeti feltétel mellett!

3. Mutassuk meg, hogy izotermikus folyamatok esetén nincs egyensiily, ha a testek hémérséklete
nem egyenld a kornyezet hémérsékletével, és a testek nincsenek hdszigetelve a kornyezettdl!

4. Targyaljuk az izochor, adiabatikus, izoterm és izobar folyamatokat rugalmas burokban levs
gézral

5. Térgyaljuk az izochor, izoterm és izobar folyamatokat nem nulla dllandé héforrds esetén,
4llandé kornyezetben! Hogyan realizdlhaték az izoterm, illetve az izobar folyamatok?

6. Létezhet-e staciondrius dllapot, ha sem a héforrds, sem a kdrnyezet nem &llandé?

7. Targyaljuk a két kornyezettel kapcsolatban allé test izobar, illetve izoterm folyamatait,

alkalmazva a linearizdlds mdédszerét az aszimptotikus stabilitdsra!
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13. Két test adott kornyezetben

13.1. Altaldnos formulak

A tanyér forrd ételt és a pohdar hiitott italt egymés mellé tettiik: nem csak a
szoba levegéjével érintkeznek, hanem egymadssal is.

Ilyen folyamatok lefrasédval foglalkozunk most: két test adott kornyezetben
van; a két test kolesonhat egymadssal, a kornyezet hat a testekre, a testek nem
hatnak a kornyezetre.

A bevezetd példa helyett szemléletesebb a szokdsos termodinamikai rendszert
tekintentink: egy hengert mindkét oldaldan dugattyt zar le, és a belsé teret is egy
dugattyu osztja két részre; testek e két részben levd bizonyos gazmennyiségek.
Barmelyik dugattyi — ha nincs éppen rogzitve — sturlédasmentesen mozoghat.

Sem a testek kozott, sem a testek és a kornyezet kozott részecske nem
aramolhat, mas szoval mindkét test részecskeszama dlland6. A kornyezetet most
is az allandé T, hémérsékletével és p, nyomaésaval jellemeziik, ezeket szerepel-
tetjiik a megfelel6 dinamikai menyiségekben.

Minden viszonylag konnyen &altalanosithatd ketténél tébb testre is, viszont
a kolecsonhatds jelenléte miatt a targyalds jelentésen eltér az el6z6 fejezetétol.

Ellentétben az el6z6ekkel, noha a részecskeszamok allandodk, a két test kiillonboz6
részecskeszdma miatt most mar a teljes energidt és a teljes térfogatot célszerl
hasznalni az allapotjellemzésre a fajlagos menyiségek helyett. Ugyanis példaul,
ha a két test egylittes térfogata dllandé (a kiilsé dugattytik nem mozdulhatnak
el), akkor — értelemszer(i jeloléssel — Vi + Vo = const igen egyszer(i Osszefliggés,
mig az N1v1+Nove = const bonyolultabb és f6loslegesen tartalmazza a 1ényegtelen
részecskeszamokat.

Viszont a részecskeszamok &llandésdga miatt eltekinthetiink attdl, hogy a
konstitucids fiiggvényekben és a dinamikai mennyiségekben expliciten feltiintessiik
a részecskeszamoktol valo fiiggést. A teljes mennyiségek jelolésére a szokdsos
nagybetiiket hasznélva tehat példaul azt irjuk, hogy p(V,T) vagy T(E,V).

A testek kolesonhatasét leiré dinamikai mennyiségek

— Qi2, Fi2, Wig := —p1F12 + 1, F3,,

~ Qa1, Fa1, Way 1= —paFa1 4 n,F3,,
amelyek értelemszertien a testek allapotdnak a fiiggvényei, példaul Q2(E1, Vi, Ea, V2)
és Qo1(E2, Vo, Eq, V1) az adott dllapotokban felvett értékek.

A kornyezet hatdsat leiré dinamikai mennyiségek

- Qlay Flaa Wla = _plFla + an%aa

- QQaa F2a7 W2a = 7p2F2a =+ n2F%a7
amelyek értelemszertien a testek allapotanak és a kornyezet jellemzdinek a fiiggvényei,
példéul Q14(E1, Vi, Ta, pa) az adott dllapotban felvett érték.

Hasznaljuk az

Ao = Q2 +Wia, Ay := Qi+ Wi,

jelolést, és természetesen hasonlét az 1 és 2 index cseréjével.
A dinamikai mennyiségek kolcsonosségi tulajdonsaga:

A12(Er, Vi, Ea, Vo) = —Ag1(E2, Va, By, V1),

F12(E17 V17 EQ» V2) = _F21(E27 V27 E17 Vl)
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Célszerii a tovabbiakban az a kordbban is alkalmazott jelolés, hogy egyszerii

betli mutatja a széban forgd mennyiségek egy adott allapotban felvett értékét,
tehat példaul

Tl = Tl(El, Vl), Q12 = Q12(E17V13E27‘/2)~

Ezzel a dinamikai menyiségek egyensilyi tulajdonsaga:
— F12 =0, Q12 # 0 esetén Q12 = 0 akkor és csak akkor, ha Ty = T,
— Q12 =0, F12 # 0 esetén Fio = 0 akkor és csak akkor, ha p; = pao,
- F12 7é 0, Q12 7£ 0 esetén
* ha Fio = 0, akkor p; = po,
* ha Q12 = 0 és p1 = po, akkor T} =T,
*  ha T} = Th és p1 = pa, akkor Q2 =0 és Fip =0,
és természetesen ugyanilyen Osszefiiggések az 12 index helyett a 21, la és 2a
indexekkel is.
A disszipécids egyenlOtlenségek:

Q
_#(Tl —T2) + Fi2(p1 — p2) >0,
CLINE S - >
—T72( 2 — T1) 4+ Fa1(p2 —p1) >0,
Qla
- -|-1 (Tl - Ta) + Fla(pl _pa) Z Oa
Q2a T >
- Tg ( 2 *Ta) + F2a(p2 7pa) - Oa

és mindeniitt kiilon-kiilén pontosan akkor all egyenlség, ha az ottani dinamikai
mennyiségek értékei mind nulldk ({igy példaul az els6ben, ha Q12=0 és F12=0).
Mas alakban:

(vegyiik észre, hogy itt a mdsodik egyenl6tlenség megegyezik az elsével a kolesonosségi
tulajdonsdg alapjdn).
A dinamikai egyenlet
By = Qia + Q2+ Wia + Wiz = A1 + Aga, ( )
Vi = Fig + Fua, (13.29)
By = Qo + Qa1 + Wag + Way = Asy + Aoy, ( )
Vo = Foq + Foy. ( )
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Definicié szerint az (E1,, Vi, Eoo, Vao) dllapot akkor és csak akkor egyenstily,
ha

Qi2(Ero, Vio, Eao, Vao) =0, F12(E1o; Vio, E2o, Vao) =0,
Q21 (E20, Va0, E10, Vio) = 0, F21(E20, Vao, Ero, Vie) = 0,
Qla(Elo; VlOaTav Pa) = O) Fla(Eloa VloaTmPa) = 0,

QZa(EQO)‘/?O?TaaPa) = 07 F2a(E20a‘/20aTa7Pa) = O

13.2. Entropikus testek

A testek és a kornyezet egyiitt ,,zart” rendszert alkotnak, azaz Gsszenergiajuk
és Ossztérfogatuk allandé:

FE1+ Es + E, = const, Vi + Vo 4+ V, = const.

A kornyezet entrépidja a szokasos jelolésekkel

_ Ea +paVa - ,U/aNa.

Sa ;
T,

a kornyezet hémérséklete és nyomasa allandd, ezért a kémiai potencialja is
allandé, és persze a részecskeszam is allando, igy

_Ei+ By +p (Vi +V2)

Sq = T

—+ const.

Tehat az

(Ev, Vi, B9, Va) = L(E1, Vi, B3, Va) :=
By + By + pa (Vi + V2)
T, ’

= S1(E1,‘/1) —|—SQ(E2,V2) — (1332)

fliggvény egy additiv allandé erejéig a rendszer — a testek és a kornyezet egyiittese
— Osszentropiaja, amely fontos szerepet kap vizsgalatainkban.
Ha a testek entropikusak, akkor a reguldris tartoményokon

8L 1 1 8L o P1 Pa

0B, T, T, oV, T, T.

8L 1 1 8L o P2 Pa

OB, T: T, % T T,

vagyis az L fiiggvény parcialis derivaltjai éppen a testek és a kornyezet kozotti
kanonikus termodinamikai erdk.
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13.3. Mas valtozdék

A dinamikai egyenletet kordbban és most is az altaldnos meggondolasok
kifejtése érdekében a kanonikus valtozdkra, az energidra és a térfogatra fogal-
maztuk meg, {gy szerepelt az elézéekben is (Eq, Vi, Fa, Va) Azonban a konkrét
feladatokban olykor célszeriibb az energia helyett a homérséklet hasznalata, ami
értelemszert valtoztatast jelent a jelolésekben is: a dinamikai mennyiségeket
Q12§V17T17 Va,Ty) stb. forméaba frjuk. ) _

Allandé N részecskeszam esetén E = %V + %T all fonn, amit atirhatunk

b= 2V Ne T
ov
alakba; természetesen ez az Osszefiiggés mindkét testre igaz a mennyiségeket 1,
illetve 2 indexszel elldtva (Ey, Vi, Ty, stb).

A dinamikai egyenlet alakja ennek értelmében véltozik, az egyes konkrét
esetekben pontosan le is irjuk, hogyan.

A (13.32) fliggvény helyett a

(Vllea ‘/27T2) = E(‘/iaT17V27T2) =

51(‘/1, Tl) + SQ(VQ,TQ)era(Vl + VQ)

=8 (Vi, 1) + S2(Ve, Tn) — T ,

(13.33)

fliggvényt is hasznaljuk, amelyre entropikus testek esetén

3L_p1 Pa 8£_8€1<1 1>

W, T T, onon\T T
OL P pa 0L _ 08 (1 1
Ve To T, 0Ty, 0T, \To 1T,

teljesiil.

13.4. A rendszerek sokfélesége

Ellentétben az egytest-esettel, ahol az érdeklédés szempontjabdl szamot tevo
rendszerek szdma &t, és mindet meg is targyaltuk (izochor, izoterm, izobdr,
adiabatikus és kényszermentse), a kéttest-esetben lényegesen t6bb a lehetdség;
példaul

— rogzitett Ossztérfogat és egyedi hoszigetelések,

— egyedi hoszigetelések,

— rogzitett Ossztérfogat és dllandé homérséklet,

— alland6 nyomas,

— 4lland6 nyomas és egyuttes hészigetelés,

— rogzitett Ossztérfogat és a testek kozotti hoszigetelés,

— a testek kozotti hoszigetelés,

— rogzitett egyedi térfogatok és a testek kozotti hészigetelés,

— az egyik test térfogata rogzitett,

— az egyik test hészigetelt,

— az egyik test és a kornyezet kozott hoszigetelés van.

Még folytathatndnk a sort. A kovetkezékben, azért, hogy kozelebbi képet
kapjunk kéttest-rendszerek vizsgalatardl, és lassuk, miként miikodik itt az egensilyhoz
tartds, targyalunk a felsoroldsban nem szereplé néhany rendszert.
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13.5. Rogzitett egyedi térfogatok

A bevezet6 példa folyamataiban — az egymas mellé tett leves és hiitott ital
a szoba leveg@jében — nem valtozik lényegesen a testek térfogata, azokat jo
kozelitéssel dllandénak vehetjiik. A szokdsos szemléltetd példdban ez azt jelenti,
hogy mindharom dugatty rogzitve van.

Most tehat olyan rendszereket targyalunk, amelyekben a testek térfogata
allandé:

Vi = Vi, = extconst, Vo = Vi, = const.

A folyamatokat két mennyiség, a belsé energidk vagy a hémérsékletek valtozasa
adja meg.
13.5.1. A dinamika egyenlet és az egyensily

A térfogatok nem valtoznak, azaz
Fio = F2a = F12 =F21 =0. (13.34)

A dinamikai egyenlet a bels6 energidkkal

E1 = Q14 + Q1o Ey = Qaq + Qa1,

ahol a szokdsos jelolésiinknek megfeleléen Q1, = Q1a(F1, Vio, Tu,Pa), Q12 =
Q12(E1, Vio, E2, Va,), stb, illetve a hdmérsékletekkel

C1 (Tl)Tl = Q14 + Q12, 02(T2)T2 = Q24 + Qo21, (13.35)

ahol, Cl(Tl) = Nlt(vlo/Nl,Tl) (fajhé) és ng = Q12(V10,T1,‘/20,T2), stb.
Erdemes megjegyezni, hogy (13.34) miatt a kolcsonosségi tulajdonsdgbdl
most

Q1 =—Qx (13.36)

addédik.
A dinamikai mennyiségek egyensilyi tulajdonsaga szerint

— (E1o, Eao) akkor és csak akkor egyensily, ha
Tl (E107 Vlo) = TQ(EQO; Véo) = Taa
— illetve (11, Ty) akkor és csak akkor egyensily, ha

T, =T, =1,

Természetesen itt is, mint az egyetlen test esetén, egyensily csak akkor
létezik, ha a széban forgd értékek — (Vio,T1) és (Vao,T2) a testek lehetséges
allapotai. A mondottak szerint az egyensily, ha létezik, egyértelmii.
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13.5.2. A legegyszeriibb eset

Hasznaljuk a hémérsékleteket valtozénak, és tegyiik fel, hogy
— a fajlagos héatadasokat a Newton-féle képlettel tudjuk megadni,
— a testek izochor fajhoi allandok,

tehat a dinamikai egyenlet

ali = —Ma(Ti —To) — Mia(Th — To),

coTy = —Naa(Ta — Tu) — A1 (T — Th),

ahol ¢; és co a (belsd stabilitdsi kritérium szerint pozitiv) dllanddk, A4, Aeg
és A2 = Ao a (disszipacids egyenl6tlenség szerint pozitiv és (13.36) szerint
egyenld) allandok.

A Oy =TT, és Og := Ty —T, jeloléssel a dinamikai egyenletet dtirhatjuk

Ao+ A A
O, = fathzg Mg
C1 1
A a
@2:_£®1_>\2 —|—/\12@2
C2 Co

alakba. Ez linedris differencidlegyenlet-rendszer; adott kezdeti feltétel mellett az
ismert médszerrel megoldhaté. A jobb oldal egyiitthaté-matrixanak sajatértékei
negativok, tehdt mind ©;(t), mind O5(¢t) nulldhoz tart, mikozben ¢ tart a
végtelenhez: bedll az egyenstly.

Azért, hogy konkrét megoldast is lassunk, tekintsiik azt a legegyszeriibb
esetet, amikor A1, = Aoy =: Ay és ¢c1 = o =: ¢; ekkor a Ao = Aoy =: A
jelolést alkalmazva a fenti két egyenlet Osszeaddsaval és kivonasaval két kiilonallo
egyenletet kapunk:

(©1 4 O2) =— (Ag +20) (01 + O2),
(O1 — O3) = — Aa(©1 — O).

Ezeknek a t( pillanatbeli ©1¢ és Oy kezdeti feltétellel valé megoldasabol

@1(t) = (@10 — @20)6_%@_%) + (@10 + @20)6_ Aai2A (t—to)7
O(t) = (O — @10)6_%(1"_%) + (©10 + O2)e” R (tto)

13.5.3. A pszeudolineéris eset

Tekintsiik a pszeudolinedris esetet, vagyis a héatadasok legyenek Fourier-

félék, de a hévezetési egyiitthatdk fliiggjenek a hémérséklettdl! Vezessiik be az

a14(Ty) = % és értelemszertien hasonlé jeloléseket; ezekkel a dinamikai

egyenlet

Ty = —01a(T1)(Ty = Ta) — ara(T)(Ty — T),
Ty = —02q(T1)(To — To) — a1 (To)(Tz — Th)

alaku lesz.
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Vizsgdljuk az egyensiily stabilitdsat a linearizalds médszerévell A dinamikai
egyenlet jobb oldaldnak linedris része (a Ty és Ty szerinti parcidlis derivaltjanak
az értéke a T, helyen)

(Oéla(Ta) —a12(Ty) ai2(T,) )
az1(Ty) —a2q(Ta) —a21(Ta) ) -

Ennek a matrixnak a karakterisztikus polinomja, az egyszeriiség kedvéért a
T, kifrdsanak elhagyasaval

2
= 27+ (1a + 12 + Qo + @21)T + Q1000 + Q10021 + Q24001

Az egyiitthaték nem-negativok, ugyanis a fajhok és a hévezetési egyiitthatok
tulajdonsdga miatt o (T;) > 0, ha T; #T, (i = 1,2, i # k = a,1,2); ha a fent
szereplo szorzatok koziil legalabb az egyik nem nulla, akkor minden egyiitthaté
pozitiv, ami azt jelenti, hogy a matrix sajatértékei negativok. Ebben az esetben
az egyensuly (persze, ha 1étezik), aszimptotikusan stabil.

13.5.4. Entropikus testek esete

Tegyiik fel, hogy a két test entropikus; ekkor az energiakkal felirt dinamikai
egyenletet tekintjiik.

A T1(F10,Vio) = T, és Ta(Ea, Vao) = T, altal meghatdrozott (Eqo, Fao)
egyensily aszimptotikus stabilitdsit az (13.32) fiiggvénybdl szdrmaztatott

(E1, B2) = A(E1, Bs) == L(E1, By, Vi, Vao) =
E,+ E
= S1(E1, Vio) + Sa(E2, Vio) — 711, 2 + const
Ljapunov-fliggvény biztositja. Ugyanis az egyensily egy kornyezetében folytonosan
differencidlhaté, és

OAN(E1, E 1 1
(E1 Ba) _ - = (i=1,2).
OE; Ti(Ei,Vie) Ta
Ezért A els6 derivéltja az egyensulyban a nulla értéket veszi fel.
Maésodik derivéltjara egyszerii szamolassal azt kapjuk, hogy

1 0T
DZA(El E,) = B (ﬁ 8E11) (E1, Vio) 0
" —(H %) (B, v20)

)

amely nyilvanvaléan negativ definit. Ezért A-nak szigord maximuma van az
egyensulyban.
A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltjat a szokésos egyszeriisitd jelolésekkel

A= <1{1 - 72) (Qra + Qu2) + (T12 - 72) (Q2q + Q21)

forméban foglalhatjuk 6ssze. Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy

. 1 1 1 1 1 1
A=|=— = a T a e )
<T1 Ta) 1o+ <T2 Ta) Q2 + <T1 Tz> Q2
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ahol felhasznaltuk a kolcsonosségi tulajdonsagot.
A fenti kifejezés, értelemszeriien az (Eq, Ey) fliggvényeként, az egyenstly
egyértelmiisége és a disszipacios egyenldtlenség kovetkeztében csak az egyensilyban
L]

vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindeniitt pozitiv; maés széval A-nak
szigori minimuma van (FE1,, Ea,)-ban.
13.5.5. Rogzitett egyedi térfogatok és egyiittes hiszigetelés

Olyan rendszert vizsgdlunk, amelyben a testek csak egymédssal és csak ter-
mikus kapcsolatban allnak. A szemlélteté példankban mindharom dugattyu
legyen rogzitve, és a henger fala és végeken levo dugattyik legyenek hészigetelve.

Mint az elobbi rendszerben, a testek térfogata allandé:

Vi =Vi, = const, V5 = V5, = const,

allandé. tovabba a hészigetelés miatt a testek Osszenergidja allandod,
FE1 + Ey =: Eg = const.

Ezért a folyamatokat egyetlen mennyiség, mondjuk az els6 test bels6 en-
ergidjanak vagy homérsékletének a valtozasa adja meg.

13.5.6. A dinamikai egyenlet és az egyenstly
Az €l8z6 (13.34) egyenléségek mellett most
Qla = Q2a =0 (1337)

is teljestl.
A dinamikai egyenlet az els6 test belsé energidjaval

Ey = Qua(E1, Vie, Bs — E1, Vao)

hémérsékletével pedig

el (T)T1 = Q12(Vio, Th, Vao, To(Es — E1(T1, Vio)), Vao)-

A héatadds egyensilyi tulajdonsaga miatt

— Fj, akkor és csak akkor egyenstly, ha
Tl(Elm Vrlo) = T2(Es - EIO, V2o)a
— illetve Ty, akkor és csak akkor egyensiily, ha

T1o = To(Es — &1(Tho, Vio)), Vao)-

Ezen Gsszefliggések szerint az egyensuly, ha létezik, akkor egyértelmii.
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13.5.7. A nem legegyszeriibb eset

Az eddigiek mintajara azt gondolnank, hogy az allandé egyiitthatés Newton-
féle héatadas és az allandé fajho szolgaltatja a legegyszer(ibb esetet. Ez azonban
nincs igy; a

aTt = —NT1 = Ta(Bs — Eu(T1, Vio)), Veo)
egyenlet meglehetésen bonyolult, ezért nem is foglalkozunk vele. Természetesen
a ugyanez all a pszeudolinearis esetre.
13.5.8. Az Altalanos eset

Megmutatjuk, hogy
By A(By) = —(T1(B1, Vio) — Ta(Ex — Ey, Vao))’

Ljapunov-fliiggvény az aszimptotikus stabilitasra.

Ugyanis az egyensulyban szigoru lokalis maximuma van, a dinamikai rend-
szer szerinti derivéltja pedig a Ty := T1(F1,Vio) stb szokdsos egyszeriisitd
jeloléssel

—2(Ty — To) (Nyer (Th) + Naco) Q12
Ennek, értelemszertien az E; fliggvényeként, szigori maximuma van az egyensulyban

a disszipacids egyenlGtlenség miatt.

13.5.9. Entropikus testek esete

Noha az el6bbi eredményiink teljesen altalanos érvényti, érdemes kiilon kitérniink
az entropikus anyagu testekre. Ekkor az (13.32) fliggvénybdl szdrmazé

Ey — A(Ey) == L(E1, Vio, Es— E1, Vao) = S1(E4, Vie) +S2(Es — E1, Vao) + const

is Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra.
Ugyanis els6 derivéltja

1 1
N(By) = -
( 1) Tl(E17V10> TQ(ES*ElaVQo)

nulla az egyensulyban, masodik derivaltja pedig
1 0T, 1 0T,
N(E) = — | =2 (F1,Vie) — [ = === | (E. — E1, Vay),
)=~ (F255 ) (B0 - (Fa 52 ) (B~ BaVao

amely mindeniitt negativ, tehat A-nek szigori maximuma van az egyensulyban.
A-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivéltjat a szokésos egyszeriisitd jelolésekkel

formédban foglalhatjuk Ossze, értelemszertien az F; fiiggvényeként. Ez az egyensily
egyértelmiisége és a disszipacios egyenlGtlenség kovetkeztében csak az egyensilyban

vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindeniitt pozitiv; maés széval A-nak
szigord minimuma van (E1,, Fa,)-ban.
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13.6. Rogzitett egyiittes térfogat

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek a kornyezettel csak termikus
kapcsolatban dllnak, egyméssal mind mechanikai, mind termikus kapcsolatban.
A szemléltetd példankban a kdrnyezet feloli dugattytik legyenek rogzitve.

A testek egyiittes térfogata allando,

Vi + Vo =: V; = const.

Ekkor tehat a folyamatokat harom mennyiség, az egyik — mondjuk az 1-es indexti
— test térfogata és a belsé energidk vagy a homérsékletek valtozasa adja meg.

13.6.1. A dinamikai egyenlet és az egyensuly

A térfogatok a kornyezet felé nem véltoznak, azaz
Fio = F2, = 0. (13.38)

A dinamikai egyenlet

E, = Qia + Q12 + Wia, Ey = Q2q + Q21 + Way,
Vi = Fia,

ahol a szokésos jelolésiinknek megfeleléen Q1. = Qia(E1, V1,70, pa), Q20 =
Q2a(E2, ‘/s — Vl, Ta,pa), Q12 = ng(El, ‘/1, EQ, ‘/b —‘/1), stb. A hémérsékletekkel
kifejezve a dinamikai egyenlet sokkal bonyolultabb, ezért nem is foglalkozunk
vele.

A dinamikai menyiségek egyensilyi tulajdonsiga szerint

(E10, Vio, Eoo) akkor és csak akkor egyensily, ha

Tl(EIm ‘/10) = TQ(E207 ‘/5 - Vvlo) = Ta7 pl(Eloa Vlo) = P2(E20, ‘/b - ‘/10)

A nyomésokra vonatkozo feltételt a hémérsékletekre vonatkozo alapjan atirhatjuk
pl(‘/l07 Ta) = P2(V5 - V107 Ta)

alakba. Adott fazisokban a Vi — p1(V4,T,) fiiggvény szigortian monoton
csokken, a Vi — pa(Vy — V1, T,) fiiggvény szigorian monoton nd, ezért egyetlen
pontban vehetnek fel egyezo értéket, azaz Vi, egyértelmiien meghatérozott. A
homérsékletek a belsé energiak szigortian monoton névé fliggvényei, ezért Ei,
és Ey, is egyértelmd.

Megéllapithatjuk tehat, hogy a testek adott fazisaiban az egyensily, ha
létezik, egyértelmii. Mas szoval az egyensiily lokélisan egyértelmi.

13.6.2. Entropikus testek esete

A (pszeudo)linedris dinamikai mennyiségek feltételezése legfeljebb akkor ad
kezelhet6 vizsgalatokat, ha a hémérsékleteket hasznaljuk valtozoknak, amit el-
vetettiink a dinamikai egyenletek bonyolultsiga miatt. Marad annak a feltételezése,
hogy a testek entropikusak.
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Megmutatjuk, hogy a (13.32) fuggvénybél szdrmazd

(BE1, Vi, Eo) = A(Ey, VA, Ey) i= L(EL, Vi, Bo, V= V) =

Ey + E
=S1(E1, V1) 4+ Sa(E2, Vs = V1) — % + const
Ljapunov-fliggvény az aszimptotikus stabilitasra.
Ugyanis
ON(Ey, V1, Es) 1 1 ON(Ey, Vi, Eo) 1 1
OE, Ti(E, Vi) To’ OF, To(Bs, Vi — Vi) Ty

ONEL VL, E)  pu(B, Vi) pa(Be, Ve —VA)
oy Ti(E, Vi) Ta(Ba, Ve = Vi)

amibdl lathatd, hogy A els6 derivaltja nulla az egyensilyban.
Maésodik derivéltjara egyszerii szamolassal azt kapjuk, hogy

D2S,(Ey, Vi) 0 0 0
2 _ 11, Vil
D A(ElthEQ) - < 0 O> + <0 C*DQSQ(EQ,‘/S _ V1)0> )

0 1
c= (% o).

és a csillag a transzpondlast jelenti. Ez két negativ szemidefinit métrix Osszege;
az elsének a magjat (0,0,1), a mésodikét (1,0,0) fesziti ki; kovetkezésképpen
a két matrix Osszege negativ definit. Ezért L-nek szigori maximuma van az
egyensulyban.

A-nak a redukalt dinamikai egyenlet szerinti derivaltjat a kordbban hasznalt

ahol

Ala = Qla> A2a = QQaa

A12:= Q2+ Wia, Azl := Q2 + Way

jelolésekkel irhatjuk fel egyszeriien:

' 11 p1 P2 1 1
A= (Tl_Ta> (A1q + A12)+ (T1_Tz> Fip + <Tz_Ta) (Agq+A21).

Ezt atrendezhetjiik az As; = —A1o kolesonosségi tulajdonsag felhaszndlasaval:

. 1 1 11 » o 1 1
A= ) A+ [ ) At (2222 — =) Ay
(Tl Ta) ' +(T1 T2> 2t <T1 Tz) 12+(T2 Ta) ?

Ez, értelemszeriien az (E1, V1, E») fiiggvényeként, az egyensiily lokdlis egyértelmiisége
és a disszipdcids egyenl6tlenség kovetkeztében csak az egyensilyban vesz fel

nulla értéket, a kornyezetében mindeniitt pozitiv; mads széval A-nak szigoru
minimuma van (F1o, V1o, E2,)-ban.
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13.7. Rogzitett egyiittes térfogat és egyiittes hiszigetelés

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek a kornyezettel semmilyen
kapcsolatban nem allnak, egyméssal pedig mind mechanikai, mind termikus
kapcsolatban. A szemléltet§ példankban a kornyezet fel6li dugattyik legyenek
rogzitve és hoszigetelve, és a henger fala is hészigetelve.

Ekkor tehat a kornyezet teljesen érdektelen,

Allands a testek egylittes térfogata,

Vi + Vo =: Vi = const,

valamint 6sszenergidja,
FEy + Ey =: E, = const.

Ezért a folyamatokat két mennyiség, mondjuk az 1-es indexii test belsd en-
ergidjanak és térfogatdanak a véltozasa adja meg.
13.7.1. A dinamikai egyenlet és az egyensuly

Az eléz6 (13.38) egyenléségek mellett most

Qla:QZa =0

is teljestl.
A dinamikai egyenlet

Ey = Qa2+ Wia =: Aja,
Vi = Fia,

ahol a szokdsos jelolésiinknek megfelelden, Q12 = Q12(F1, V1, Es — E1, Vs — V1),
stb. A hémérsékletekkel kifejezve a dinamikai egyenlet sokkal bonyolultabb,
ezért nem is foglalkozunk vele.

A dinamikai menyiségek egyensilyi tulajdonsaga szerint

(E1o, Vio) akkor és csak akkor egyenstily, ha

Tl(Elo> Vrlo) = T2(ES_E107 ‘/s_‘/lo)7 pl(Eloa Vlo) = pZ(Es_Elm ‘/s_Vlo)~

Az egyensily egyértelmiiségérol kozvetleniil nem nem tudunk mit mondani;
csak azt tudjuk, amit a kovetkezék magukban foglalnak.
13.7.2. Entropikus testek esete

Az el6z6hoz hasonléan, most is csak arra tériink ki, amikor a testek en-
tropikusak.
Megmutatjuk, hogy a (13.32) figgvénybél szdrmazd

(Elﬂ Vl) = A(El’vl) = L(ElvvlvEs - El; ‘/S - Vl) =
= S1(E1, V1) + Sa(Es — E1, Vi — V1) + const

Ljapunov-fliggvény az aszimptotikus stabilitdsra.
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Ugyanis
OAN(Eq, V1) 1 1

OB,  Ti(BE,,Vi) Tao(B.— B, Vi—Vi)

OA(EL, V1) _ pi(E1, Vi) pa(BEs — Bn, Vi = V1)
A% Ti(E, V1) To(Es— E, Vo —W1)’

amibdl lathaté, hogy A elsd derivéltja nulla az (Eio, Vio) egyensiilyban.
Osszefoglalé formulaban

DA(E1, Vi) = DSy (Ey, Vi) — DSy (Es — By, Vs — V),
amibdl azonnal 1atjuk, hogy A mésodik derivaltja
D?Sy(Ey, Vi) +D?Sy(Es — By, Vi — V1),

amely két negativ definit matrix Osszegeként negativ definit; kovetkezésképpen
A-nak szigori maximuma van (Ej,, Vi,)-ban. A mondottak maguk utan vonjak
azt is, hogy az egyensuly lokélisan egyértelmi.

Ll-nak a dinamikai egyenlet szerinti derivaltjat a szokds szerinti egyszeriisito

jelolésekkel
. 1 1 P1 P2
A=—(——-——1]4 — — = | F
(T1 T2> 12 + <T1 T2> 12

formdban irhatjuk Ez, értelemszeriien az (E7, V1) fiiggvényeként, az egyensuly
lokdlis egyértelmiisége és a disszipacios egyenlOtlenség kovetkeztében csak az
egyensulyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindentitt pozitiv; més

széval A-nak szigord minimuma van (Ej,, Vi, )-ban.

13.8. Egyiittes hoszigetelés

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek a kornyezettel csak mechanikai
kapcsolatban allnak, egymassal pedig mind mechanikai, mind termikus kapc-
solatban. A szemlélteté példdnkban a henger falai valamint a végeken levé
dugattyuk legyenek hoszigetelve.

13.8.1. Megoldatlan feladat

A hészigetelés mint kényszer eggyel csokkenti a fiiggetlen valtozdk szdmat.
Azonban a hészigetelést kifejezd

Qla:QQa =0

feltétel nem mond semmit arrdl, hogyan valaszthaté meg harom fliggetlen valtozo.
Jol mutatja ezt, hogy a négy véltozéban gondolkodva (E1e, Vie, Eao, Vao) pon-
tosan akkor egyensiily, ha

Tl (E107 Vv].o) = T2<E20, ‘/20) pl(Eloa ‘/10) = p2(E2o; Vv20) = Pa-

Nem tudunk mas osszefiiggést, ez pedig csak hdrom egyenlet a négy ismeretlenre.
Az egyenstlyok egyértelmiiségének és stabilitdsanak a kérdése ebben az es-
etben még megvalaszolatlan.
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13.9. Alland6 hémérséklet

Vizsgédljuk most azokat a folyamatokat, amelyekben a testek hémérséklete
allandé és egyenld! Szemlélteté példankban a henger falai és a dugattyuk
,,végtelen gyorsan” vezetik a hét; a testek dllandé hémérséklete megegyezik
a kornyezet hémérsékletével.

A folyamatokat két mennyiség, a testek térfogata jellemzi.

13.9.1. A dinamikai egyenlet és az egyenstly

Most célszerti a bels6 energia helyett a hémérsékletet hasznalni dllapotjellemzésre.

A dinamikai egyenlet

Vi = Fig + Fia, Vo = Faq + Fiy,

ahol a szokésos jelolésiinknek megfeleléen Fy, = Fi1o(Vi, Ty, Taypa), Fiz =
le(Vl,Ta,‘/QyTa); Stb

(V1o, Vo) akkor és csak akkor egyensily, ha

P1(V107Ta) = Pz(Vzo,Ta) = Pa-

Nyilvanvald, hogy a testek barmely fazisaban az egyensuly, ha 1étezik, egyértelmii.

13.9.2. A pszeudolinearis eset

Tegyiik fel, hogy a dinamikai mennyiségek pszeudolinedrisak; ekkor
Vi = Bra(p1 — pa) + Br2(p1 — p2),

Vo= B2a(P2 = Pa) + B21(p2 — p1),

ahol f1, a V fliggvénye, B12 a V1 és Vs fiiggvénye, stb; tovabba a kolcsonosségi
tulajdonsdg miatt S12 = Po1. Azt is tudjuk az egyensulyi tulajdonsagokbdl,
hogy a -k azt egyensulyon kiviil mindeniitt pozitivok.
Vizsgdljuk az egyenstly stabilitdsdt a linearizalds mdédszerével!
Vezessiik be az egyszerliség kedvéért a (1,(0) := B14(Vio), sth. jelolést,
valamint legyen
_ op1 . Ops

ay = 87‘/1(‘/1077‘(1)7 ag = 87‘/2(‘/20’11&)'

A dinamikai egyenlet jobb oldaldnak lineéris része (a V; és V4 szerinti paricélis
derivaltjanak az értéke a Vi,, illetve a V5, helyen)

((51a(0) + B12(0))az) —fB12(0)asz >
—f21(0)ay (B24(0) + B21(0))az )

Konnyl meggy6z6dni arrdl, mint a 13.5.3. pontban, hogy ha a kiilonb6z6 f-
k szorzata koziil legaldbb az egyik nem nulla, akkor a fenti matrix sajatértékei
negativok. Ebben az esetben az egyensily (persze, ha létezik), aszimptotikusan
stabil.
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13.9.3. Entropikus testek esete

Most kivételesen entropikussag esetén is a hémérsékletet hasznaljuk valtozoként
a bels6 energia helyett.
Megmutatjuk, hogy a (13.33) fuggvénybdl szdrmazd

(V1,V2) = A(V1, Va) i= L(V1, T, Vo, T,)

Ljapunov-fliggvény az aszimptotikus stabilitasra.
Els6 derivaltja, a valtozoi szerint parcidlis derivaltak egytittese,

1

DA(V1, Vo) = T

(p1(V1, Ta) = Pa, p2(V2, Ta) = pa),
amely nulla az egyensilyban, mésodik derivéltja

W (B0

— \%

DPL= (7 4,
6V2

negativ definit; tehdt A-nak szigori maximuma van az egyensulyban.
L-nek a dinamikai egyenlet menti derivéltja (a szokdsos egyszeriisit6 jeloléssel)

2 :Ti ((p1 *pa)(Fla + F12) + (p2 *Pa)(F2a + F21)) _
:Tia ((pl _pa)Fla + (p1 - pz)Fm + (p2 _pa)FQa)) ,

amelynek az egyensuly lokalis egyértelmiisége és a disszipacids egyenlotlenség
miatt szigori minimuma van az egyensilyban.

13.10. Kényszer nélkiili folyamatok

Olyan rendszert vizsgalunk, amelyben a testek egymaéssal és a kornyezettel
is mind mechanikai, mind termikus kapcsolatban allnak; a testek allapotat
jellemzé négy mennyiség egymastdl fiiggetlentil valtozhat.

13.10.1. A dinamikai egyenlet és az egyensily

A dinamikai egyenlet most a legltaldnosabb (13.28) alaku.
A dinamikai mennyiségek egyensulyi egyensiilyi tulajdonsdga alapjin (E1., Vie, Eao, Vao)
akkor és csak akkor egyenstly, ha

Tl(E107 Vlo) = T2(E207 V2O) = Taa pl(EIm ‘/10) = 92<E2m Vv20) = Pa~

Vildgos, hogy csak akkor lehetséges egyensiily, ha (T, P,) benne van (T1, p1)
és (Tq, p2) értékkészletében. A hémérséklet-nyomads fiiggvény injektiv a fazisokon,
ezért igaz, hogy a testek barmely fazisdban az egyensily (ha létezik) egyértelmii.

13.10.2. Entropikus testek esete

A (pszeudo)linedris dinamikai mennyiségek csak jelentds egyéb megszorité
feltételezés mellett (mint egy test esetén) adnak kezelhetd, de akkor is tilsdgosan
bonyolult vizsgalatokat. Marad annak a feltételezése, hogy a testek entropikusak.
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Megmutatjuk, hogy (13.32) Ljapunov-fiiggvény az aszimptotikus stabilitasra.
Elso derivaltja nyilvanvaléan nulla az egyensiilyban, masodik derivaltja pedig

D%Sy(E1, V1) 0 )

2 —
D L(E17V17E27‘/2) - ( 0 DQSQ(EQ,‘/Q)

amely negativ definit. Kovetkezésképpen L-nek szigoru lokélis maximuma van
(Eloa Vie, oo, VZO)‘baIL
L-nek a dinamikai egyenlet szerinti derivaltjat a szokasos egyszertisitd jelolésekkel

- (1 - 1) (Ayo + A1) + (pl - p") (Fra + Fio)+

Tl Ta Tl Ta
1 1 D2 Pa
— — — | (A, + A —= — — | (Fy, + F
<T2 Ta>( 2a + 21)+<T2 T, (Faq + Fo1)
forméban foglalhatjuk Gssze. Az As; = —Ajs és Fyy = —Fio kolesOnosségi

tulajdonsagok felhasznaldsaval atrendezve azt kapjuk, hogy

° 1 1 D1 Pa
L= —— A+ (2 -22 ),
(T1 Ta> 1 +<T1 Ta) 1ot

Ez a kifejezés, értelemszertien az (E1, V1, Ea, Vo) fiiggvényeként, az egyensily
lokalis egyértelmiisége és a disszipéacios egyenlotlenség kovetkeztében csak az
egyenstlyban vesz fel nulla értéket, a kornyezetében mindeniitt pozitiv; tehat
L[]

L-nek szigoru lokdlis minimuma van (F1o, Vie, F20, Vao)-ban.

13.11. C)sszefoglalé megjegyzések
13.11.1. Az egyensilyhoz tartas feltételei

Ugyantgy, mint 12.12.1. pontban, most is hangsilyozzuk, hogy az aszimp-
totikus stabilitdst mindig a regularis tartoméanyokban levo egyensilyokra bi-
zonyitottuk, egyéb esetleges apro feltételeken t1il (normélis h6tdgulas, a hévezetési
egylitthaté sehol sem nulla volta stb.) 1ényegében kétféle feltétel alapjén, ame-
lyek

— a belsé stabilitasi kritériumok (az anyagok tulajdonsdga, amely a
konstitticids fiiggvényekben jelenik meg),
— a disszipacids egyenl6tlenség (a kolcsonhatasok jellemzdje, amely
a dinamikai mennyiségekben tiikréz6dik).

A Ljapunov-fiiggvényes modszer esetén

— a bels6 stabilitasi kritériumokbdl a Ljapunov-fiiggvény maximuma,

— a disszipacids egyenl6tlenségbdl pedig a Ljapunov-fiiggvény dinamikai
rendszer szerinti derivaltjanak minimuma kovetkezik,
és ez a ketto egylitt biztositja az aszimptotikus stabilitast.
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A bels6 stabilitasi kritériumok magukban nem elegendék. Ezt azért érdemes
hangsilyozni, mert a szokdsos termodinamikaban dinamikai egyenlet nélkiil
olykor csupan a belsé stabilitasi kritériumokbdl vélik | levezetni” a stabilitést.

13.11.2. Az entrépia szerepe

Egy test esetén a kényszermentes folyamatokat leszamitva igen altalanos
feltételek mellett nem-entropikus testekre is tudtuk bizonyitani az aszimptotikus
stabilitast. Két test esetén viszont kevés kivétellel csak entropikus testekre; a
kivételes esetekben rottuk ki a legtobb kényszert. Ijgy latszik, minél tobb a
,,szabadsagi fok” | annal inkabb csak az entropikussag biztositja az aszimptotikus
stabilitast.

A téargyalt esetek barmelyikében (a 13.8. pontbeli kivételével, amelyet nem
tudtunk kezelni), ha a testek entropikusak, a testek és a kornyezet dsszentrépidja
vehet6 Ljapunov-fiiggvénynek az egyensily aszimptotikus stabilitasara.

Tehat:

Az Gsszentrépia

— szigorian maximalis az egyenstlyban (staciondrius éllapotban), ami
a bels6 stabilitasi kritériumok kévetkezménye,

— szigortian monoton né minden nem-egyensulyi (nem-staciondrius)
folyamatban, ami a disszipacids egyenlétlenség kovetkezménye.

Ismét nagyon vildgosan latszik, hogy az 6sszentrdépia egyensiilyi maximalis
volta és nemegyensiilyi névekedése egymastdl fiiggetlenek (14sd az El6szo
3. pontjit).

A disszipéaciés egyenl6tlenségben szereplé mennyiség az Osszentropianak a
dinamikai rendszer szerinti derivaltja (entropikus test esetén); ez az entrépia-
produkcié.

13.11.3. Széls6érték-tulajdonsagok

Hangsulyozzuk, hogy mindig az 6sszentrépidanak van maximuma egyensilyban.
Mint a 12.12.3. pontban emlitettiik, szokdsos termodinamika-konyvekben egyes
rendszerekre kiilonféle fliggvények szélsGértékével azonositjak az egyensulyt.

Erdemes most rendszerezni az erre vonatkozé ismereteinket. Mit lattuk, az
alapvet6 tény az, hogy

— a kornyezet és a testek Osszentropidjanak maximuma van az egyensulyban.

Tudjuk tovabbé, hogy

— a kornyezet és a testek Osszenergidja allandoé.

Konnyen kapjuk, mint egy test esetén, hogy

— 4allandé homérséklet esetén a kornyezet és a testek 0ssz-szabadenergidjanak
minimuma van az egyensulyban,

— 4lland6 nyomads esetén a kornyezet és a testek Osszentalpidja dllando.

Most azonban, ellentétben az egy test esetével, mar értelmes csupan a két
test egylittes mennyiségeinek (entrépia, energia, szabadenergia, entalpia) a széls6értékeit
vizsgalni.

Eredményeink alapjan vildgos (a szokdsos szimbolikus jeloléseket alkalmazva),
hogy

— a testek rogzitett egyiittes térfogata (V;) és egyliittes energidja
(Es) esetén a testek egyiittes entrépidjanak maximuma van az egyensilyban,
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hiszen ekkor a a 13.2. pontban szerepl6 (x) kifejezés az

Es + P, Vs

S1+ 5 — T

alakot olti, amely egy additiv allandétdl eltekintve a testek egyiittes entrépidja;

— a testek rogzitett egyiittes térfogata (V;) és egyiittes entrépidja
(Ss) esetén a testek egyiittes energidjinak minimuma van az egyensulyban,
hiszen ekkor a 13.2. () kifejezés T,-szorosa

TaSs_El _E2_Pa‘/57

amely egy additiv allandé6tdl eltekintve a testek energidja 0sszegének a negativija;

— &lland6é hémérséklet (T,) és rogzitett egyiittes térfogat (V5)
esetén a két test egyiittes szabadenergidjanak minimuma van az egyenstlyban,
hiszen ekkor a 13.2. pontbeli (x) kifejezés T,-szorosa

TaSI + TaSZ - El - E2 - Pa‘/sa

amely egy additiv alland6tol eltekintve a testek szabadenergidja Osszegének a
negativja;

— &llandé6 nyomas (P,) és rogzitett egylittes entrdpia (Ss) esetén a
két test egyiittes entalpidjanak minimuma van az egyensulyban, hiszen
ekkor a 13.2. pontbeli (x) kifejezés T,-szorosa

TaSS - El - E2 - Pa(Vl + ‘/2);

amely egy additiv alland6tdl eltekintve a testek entalpidja 0sszegének a negativja.

Nagyon fontos, hogy dlland6é hémérséklet esetén az egytittes térfogat rogzitése,
alland6 nyomds esetén az egyiittes entrépia rogzitése el nem hagyhaté feltétel;
ezt azért fontos hangsilyozni, mert ezt sokszor nem mondjak ki.

A termodinamika-konyvekben a fenti négy széls6érték-tulajdonsagot szokas
megemliteni. Ezek koziil a masodik és a negyedik legfeljebb elméleti jelentdségii,
hiszen az egyiittes entropia allandé értéken vald tartasa gyakorlatilag meg-
valésithatatlan. Ugyanakkor lattuk, hogy szdmos maés érdekes eset lehetséges,
amelyekrol nem szélnak.

Nem érdemes a sok eset koziil négyet kiragadni és azokra az egyensulyt a
testek kiilonféle egyiittes mennyiségeinek szélséérték-tulajdonsdgaval megfogal-
mazni; inkabb azt ldssuk magunk el6tt, hogy az egyensilyt a kornyezet és a
testek Osszentrépidjanak maximuma jellemzi (bizonyos j6l koriilhatérolhaté
feltételek mellett).

13.12. Ismét a masodik f6tételrol

Most szemiigyre vesziink egy szokasos ,,bizonyitast”, amellyel megmutatjak,
hogy egyenértékii a masodik fététel Kelvin—Planck-féle megfogalmazasa 2,

,Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hé teljes
egészében munkava alakult,”

és Clausius-féle megfogalmazasa,

2C. J. Adkins: Equilibrium Thermodynamics, Cambridge University Press, 1983, 3rd edi-
tion
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Oia O @(QL

T, Ty| | T, Wi Ty

O O O O

WZa

13.1 Abra

,,Nincs olyan folyamat, amelynek egyetlen eredménye az, hogy hé jutott at
egy hidegebb testrol egy melegebbre”.

Ime a ,,bizonyitas”.

Vegyiink egy T, hémérsékletii és egy Tj, h6mérsékleti hétartalyt (kdrnyezetet),
legyen T, < T! Vegyiink tovdbba két testet, amelyek egyméssal mechanikai, a
hétartélyokkal termikus és mechanikai kapcsolatban dllhatnak! Ekkor

Ei = Qo + Qup + Wig + Wiy + Wia,

Es = Qoq + Qap + Wag + Wy + Woy.

A megfogalmazasokban az ,,egyetlen eredménye” azt jelenti, hogy a folyamat
végén a testek dllapota (tehdt belsd energidja és térfogata) ugyanaz, mint a
folyamat elején. Minthogy a folyamat idétartamarol nincs szd, tekinthetiink
akdrmilyen révidet, ami azt jelenti, hogy E, = Ey = 0 vehetd (szokdsosan a
folyamatbeli teljes megvaltozasokat veszik, ami a folyamat intervalluméra vett
integraloknak felel meg; ekkor a bal oldalak nulldk, a jobb oldalon pedig a
mennyiségek integraljai szerepelnek; ez lényegtelen kiilonbség, csak egyszeriibb
a dolgunk, ha nem kell 1ij jeleket bevezetni az integrélt mennyiségekre).

Tegyiik fel, hogy a Clausius-féle megfogalmazas nem igaz! Ekkor van olyan
test (,,gép”), legyen az l-es, amelyre Wy, = Wy, = Wia =0 és

0=0Q1,+Qu, & Qu <O.

Legyen a 2-es test fiiggetlen az l-estOl, azaz Wi, = Wy = 0, tovabba
teljestiljon ra, hogy Wao, = 0, és

0=Q2 + Qo +Wa, € Qa=-0Q1p>0, Q2a<0, Wz <0
(1asd a 13.1 abrat). Osszeadva ezt a két egyenldséget azt kapjuk, hogy
0= (Qla + QQa) + WQa-

A két testet egy rendszernek tekintve latjuk, nem torténik mds, minthogy
a T, hotartalybol hét vesznek fel, és azzal egyenértékii munkat végeznek, azaz
nem igaz a Kelvin—Planck-féle megfogalmazas.
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Tegyiik most fel, hogy a Kelvin—Planck-féle megfogalmazds nem igaz! Ekkor
van olyan test (,,gép”), legyen az l-es, amelyre Q1, = 0, W1, = W1, =0, és

0=0Qw+ Wi, é Q1 >0.

Legyen a 2-es test gy kapcsolva az 1-eshez, hogy Wis = —Wo;, tovabba
legyen Wy, = Wop, =0, és

0=CQ20 +Qa— Wiz, é (Q2,>0

(ldsd a 13.1 &brat). Osszeadva ezt a két egyenl8séget azt kapjuk, hogy

0=Q2+ (Quo+ Q) ¢ Q2 > 0.

Ha tehat a két testet egy rendszernek tekintjik, akkor semmi m&és nem
torténik, mint hogy a testek Q24 hot felvesznek a T, hétartalybol, és ugyanan-
nyit le is adnak a 73 hotartalynak: ho daramlik a hidegebbrol a melegebbre, azaz
nem igaz a Clausius-féle megfogalmazas. Ezzel a ,,bizonyitas” véget is ért.

Azért tettiik idézGjelbe a bizonyitds szét, mert hiba van benne, hiszen az
12.14. pontban lattuk, a két megfogalmazas lényegében fliggetlen. Nem azonnal
latszik azonban, hogy hol a hiba. De mar az gyanut kelthet, hogy a Kelvin—-
Planck-féle megfogalmazas nem utal homérsékletre, amely viszont alapveto a
Clausius-féle megfogalmazéasban.

Nézziik a ,,bizonyitas” elso részét ugyanazokkal a héatadasokkal és munkavégzéssel,
csak legyen T, > T;,! Ekkor az 1-es test folyamata nem mond ellent a Clasuius-
féle megfogalmazasnak, hiszen magasabb hémérsékletii testrol aramlik a hé
az alacsonyabb hémérsékletiire. A végkovetkeztetés viszont a héfelvételre és
munkavégzésre ugyanaz, mint az elébb; tehat a Kelvin—Planck-féle megfogal-
mazas tagadédsa kijott a Clausius-félének tagadasa nélkil is.

Akit nem hagy nyugton ez a bizonyitasi balszerencse, elkezdheti végighongészni
a formuldkat, és 6rommel fedezi fel, hogy T, > T} esetén ,,baj van” azzal, amit
mondtunk: ha Q4 < 0 és Qg > 0, akkor a gép gy végez munkat, hogy kdzben
a hidegebb tartalybdl vesz fel hét, és a melegebbnek ad le, ilyen pedig nincs!
Nincs? Honnan tudjuk, hogy nincs? Sehonnan. Vagyis ez tapasztalati tény, de
a szokésos elméletben sehol sincs megfogalmazva. A szokdsos egyenértékiiségi
,,bizonyitasokndl” hallgatélagosan felhaszndljak azt, ami legalabb olyan er0s,
mint akarmelyik megfogalmazas:

,,Van olyan gép, amely ugy végez munkat, hogy melegebb testrdl vesz fel és
hidegebb testnek ad le hét, viszont nincs olyan gép, amely gy végez munkat,
hogy hidegebb testrdl vesz fel és melegebb testnek ad le hét.”

Nézzilkk most a ,,bizonyitas” masodik részét igy, hogy maradjon T, < Ty,
viszont a szereplo hoatadasok és munkavégzés mellett az 1-es test adjon le Q14
hot a T, homérsékletii tartalynak. Ekkor az 1-es test folyamata nem mond ellent
a Kelvin—Planck-féle megfogalmazéasnak (s6t még az el6bb emlitett tapasztalati
ténynek sem). A két test egylittesére pedig

0= (Qra + Q24) + (Quv + Qap),

és semmi sem zérja ki, hogy Q1 + Q2. > 0 legyen, vagyis hé dramlik a
hidegebbrdl a melegebbre; tehat a Clausius-féle megfogalmazas tagadésa kijott
a Kelvin—Planck-félének a tagadasa nélkiil is.
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Aki nem nyugszik bele ebbe, megkérdezheti: valéban semmi sem zarja ki
a Q1q + Q24 > 0 lehetdséget? A vilaszhoz segitségiil hivhatjuk a Carnot-féle
korfolyamatot (amely persze fiiggetlen mindenféle masodik f6tételtdl): (12.26)
szerint idedlis esetben @1, = —%le és Qop = —%an; Q1p-re és Qo4-ra nincs
tovabbi megszoritas, tehat —%le + Q24 > 0 lehetséges.

13.13. Feladatok

1. Miért nem tudjuk az entropikussig feltételezése nélkiil bebizonyitani, hogy rogzitett egyiittes
térfogat és egyiittes hiszigetelés esetén az egyensily lokalisan egyértelm?

2. Miért nem j6 (E1, E2) — —(T1(E1, Vie) — Tu)? — (T2 (E2, Vao) — Ta)? Ljapunov-fiiggvénynek
rogzitett egyedi térfogatok esetén?

3. Mutassuk meg, hogy izotermikus folyamatok esetén nincs egyensiily, ha a testek hémérséklete
nem egyenl$ a kornyezet homérsékletével, és a testek nincsenek hészigetelve a kornyezettsl!

4. Targyaljunk néhanyat a 13.4. alfejezetben felsorolt rendszerek koziil!

5. Vizsgéljuk meg azt a rendszert, amelyben a testek és a kornyezet kozott hdszigetelés van, és
a testek hémérséklete dllandSé! Hogy lehet ilyen rendszert megvalésitani?

5. Tegyiik fel, hogy mindkét test térfogata rogzitve van, és a 13.5.2. pont feltételei teljestilnek!
Legyen mindkét testben egy-egy allandé héforrds, Q15 és Q25!

Mutassuk meg, hogy létezik (nemegyensilyi) staciondrius dllapot, amelyet

Tio = T,
R VNI Y VIS W W

A+ A s T AQ1s
To =Ta+( + A1)Q2s + AQ1.
AL+ Ad2 + A1 A2
hatdroz meg!
Adjuk meg a dinamikai egyenlet megoldasdt analitikus alakban a 13.5.2. pontban is haszndlt

egyszerii feltételek mellett!
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14. Diffizios folyamatok és fazisatalakulasok

Ebben a részben adott kornyezetbdl és vele azonos anyagi testekbol alld
specidlis rendszereket vizsgalunk, amelyekben a testek kozott, valamint a testek
és a kornyezet kozott mechanikai, termikus és anyagi kolcsonhatas lehetséges;
ez utobbi diffizid, ha a testek fazisa megegyezik, és fazisatalakulas, ha a fazisok
kiilénbozok.

Ha kiilonboz6 anyagu testek kozott jon 1étre részecskecsere, akkor Osszetett
(keverék) anyagu testek keletkeznek; gondoljunk példdul arra, hogy sé oldédik
vizben: az eredmény sé vizes oldata. Minthogy ebben a konyvben nem targyalunk
Osszetett anyagokat, csak olyan rendszereket vizsgalunk, amelyekben minden
test és a kornyezet anyaga is ugyanaz.

A diffuzidra tipikus példa az, amikor egy felfijt gumilabdébdl levegé-molekulak
furakodnak 4t a gumikopenyen, és igy puhul meg a labda. Diffuziénak foghatjuk
fel azt a jelenséget is, amikor a rosszul zarédé ablak résein a szoba levegGje
ki-, a kiils6 levegd pedig beszivarog. Mindkét esetben az a fontos, hogy a
tomegcsere folyamatdban a testeket homogéneknek tekinthessiik; altaldban nem
ilyen a helyzet példdul, ha nem résen szivarog, hanem nyitott ablakon keresztiil
aramlik a levego.

A 12. és 13. fejezet vizsgalatai j6l mutatjak, hogy minél nagyobb a rendszerek
szabadségi foka (minél tobb fliggetlen valtozo irja le a rendszert), anndl erésebb
feltételek mellett tudjuk csak bizonyitani egyenstilyhoz tartdst (aszimptotikus
stabilitdst).

Azonkiviil, hogy most még tobb a valtoz6 (a részecskeszdm is véltozik),
lényeges kiilonbség az el6z6ekhez képest, hogy tObbnyire az egyensiily nem
egyértelmii lokalisan sem, ezért egy egyensily aszimptotikus stabilitdsa helyett
az egyensulyok halmazanak egyiittes aszimptotikus stabilitdsa a kérdés. Ez
bonyolitja a matematikai vizsgalatokat; példaul Ljapunov mddszere nem hasznélhato
minden tovabbi nélill. Korabban lattuk, hogy entropikus testek esetén az Gsszentropia
mint Ljapunov-fiiggvény mindig biztositotta az egyensilyhoz tartast. Az ésszentrépia
most is alkalmazhatoé volna, de matematikailag méasképpen és sokkal nehezebben;
olyan ismereteket kovetelne meg, amelyek meghaladjdk e konyv kereteit.

Csak a linearizalas moédszerét alkalmazzuk a Filiggelék 8.3.4 tételre hivatkozva.
Ezért kevés és egyszerii rendszert targyalunk, valamint pszeudolinedris dinamikai
mennyiségekre korlatozddunk.

143
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15. Diffizié egy test és adott kornyezet kozott

15.1. Altaldnos formulak

Adott kdérnyezetbol és vele azonos anyagu egyetlen testbdl allé rendszer olyan
folyamatait vizsgaljuk, amelyek a test és a a kornyezet azonos fazisaban futnak,
a test a kornyezettel a korabbiakban vizsgalt mechanikai és termikus kapcsolaton
kiviil anyagi kapcsolatban is &ll, azaz a test és a kornyezet kozott tomegcesere
(diffizid) 1ép fel.

A kornyezetet most is az allandé T, hémérsékletével és p, nyomasdval jelle-
mezziik.

A dinamikai mennyiségeket pszeudolinearisnak vessziik, és csak a nem-nulla
részecskeszamu allapotokat tekintjiik.

15.2. Allandé hémérséklet

Gondoljunk arra, hogy egy felfijt gumilabda vagy kerékpartémlé ,,ereszt”,
levegd szivarog ki beléle. Ugy vehetjiik, hogy e folyamat soran a test hémérséklete
allando, megegyezik a kiils§ hdmérséklettel. A gumiburok persze nyomaést gyako-
rol a bent levd levegére, tekintsiink most el ettol. Még jobb, ha egy szokasos
szemlélteto példat tekintiink: egy henger egyik vége le van zarva, a masik oldalon
egy dugattyt mozoghat sirlédasmentesen, és a hengeren vagy a dugattyin egy
vagy tobb picinyke lyuk van.

15.2.1. A dinamikai egyenlet és az egyensiilyok

A hémérséklet allanddsdga miatt a térfogat és a részecskeszam valtozasa
maér jellemzi a folyamatokat, tehat a dinamikai egyenlet (pszeudolinedris men-
nyiségekkel)

V= Br(p —pa) = Vr(pt — Ha),
N = Ba(p —pa) — Ve (it — f1a),

ahol a szokdsos egyszeriisitd jeloléseket haszndltuk: p := p(V/N,T,), stb.

(Vo, N,) akkor és csak akkor egyensily, ha

p(Vo/NOaTa) = DPa;

hiszen egy fazisban a hémérséklet és nyomas mar egyértelmiien meghatarozza
a kémiai potencidlt is. Ez ez egyenlet egyértelmiien megadja a v, := V,/N,
hényadost, vagyis az egyensilyi fajlagos térfogatot, de teljes térfogatot és a
részecskeszamot nem. Lathatd, hogy a részecskeszdm tetszOleges nem-negativ
szam lehet, tehat az egyensilyok Osszessége egy ,,félegyenes”:

{Novo, Ny) | Ny > 0}
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15.2.2. Az egyensilyhoz tartas

Emlékezziink a

Op _10p
oV~ N v’
O _ _vop
ON N v

Osszefliggésekre, és ugyanilyenekre p helyett y-re.
Tegytik fel, hogy, a test entropikus; ekkor

o _ op
81)_”81)

is fennall.
Ezek alapjan a dinamikai egyenlet jobb oldaldnak linearis része egy v, és N,
értékkel jellemzett egyensilyban, a
Ip

pa = _%(vOaTa)v

Qo 1= /BF(UOaTav NO) - UOﬁF(’UO’Ta7NO)’

Co 1= — B (vo, Ta, No) + voVG (Vo, Ta, No)

jelolésekkel
Pa [ —CQo Vol
NO ( Co ,UOCO) ' (151)

A dinamikai egyenlet jobb oldalanak linedris része az itt szerepl6 matrix
pozitiv tobbszordse, ezért elég e matrix sajatértékeit vizsgalnunk.

A métrix sajatértékei 0 és — (o + v0(o)-

Ha nincs kereszteffektus — nincs térfogatvaltozas a kémiai potencialok kiilonbozésége
miatt, és nincs részecskeszam valtozasa a nyomaskiilonbség miatt —, azaz 9p = 0
és Bg = 0, akkor a disszipacids egyenlétlenségbél Sp > 0 és ¥ > 0. Altaldban
feltehetjiik, hogy a kereszteffektusok ,kicsik” |, azaz o, > 0 és (, > 0. Ha még
az is igaz, hogy a, + v,(, > 0, akkor a métrix nemnulla sajatértéke negativ.

Minthogy ekkor két kiilonbozé sajatérték van, a sajatértékek — foként a nulla
sajatérték — algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik.

A nulla sajatértékhez tartozé sajatvektor (v,, 1), tehdt a sajataltér — a métrix
magja — ennek tetszoleges szamszorosaibdl all, ezért tartalmazza az egyensilyok
halmazat.

Eredményitink alapjan — az adott feltételek mellett — az egyensiilyok halmaza
egylittesen aszimptotikusan stabil.

15.3. Feladatok

1. Targyaljuk azt a diffiziés rendszert, amelyben a test térfogata dllandd, illetve azt, amelyben
a test nyomadsa allandd!

2. Tegyiik fel, hogy a testben allandé anyagforras miikodik! Mit tudunk mondani a staciondrius

allapotrol? Vizsgdljuk meg kiilon a rogzitett térfogat esetét!
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16. Diffzio két test kozott adott kornyezetben

16.1. Altalanos formulik

Adott kérnyezetbdl és vele azonos anyagi két testbdl 4116 rendszer olyan folya-
matait vizsgdljuk (az egyszeriiség kedvéért), amelyekben csak a testek kozott
lehetséges részecskecsere (a testek és a kornyezet kozott nem), és a testek fazisa
megegyezik.

Szemléltet6 példank a korabbi dugattytikkal ellatott henger és a hengerrészekben
lev6 azonos anyagu gaz, de most a két térrészt elvalaszto dugattyin gazrészecskék
athatolhatnak, példaul apré lyukakon keresztiil.

A kornyezetet most is az allandé T, hémérsékletével és p, nyomasdval jelle-
mezziik.

A dinamikai mennyiségeket pszeudolinedrisnak vessziik.

A testek allapotjellemzésére az (Ey, Vi, N1, Ea, Vo, No) vagy (V1, Ty, N1, Va, To, Na)
mennyiségeket hasznédljuk. Fontos, hogy a két test anyaga azonos, tehat azonos
konstitticids fiiggvények szerepelnek mindkét testre vonatkozéan, tehat T(Eq, Vi, N1) =
T(E1/N1,Vi/Ny) és T(Eq,Va,No) = T(E2/Na,Va/Ns), stb. fog megjelenni.
Most is csak a nem-nulla részecskeszamu &allapotokat tekintjiik.

Minthogy a testek és a kornyezet kozott nem lép fel diffizid, a két test
Osszrészecskeszama allandé,

N1 + Ny =: N, = const.

16.2. Alland6 h8mérséklet és rogzitett egyiittes térfogat

A szemléltet6 példankban a kornyezet felé a dugattyik rogzitve vannak, és
a héatadas ,,végtelen gyors”.
A testek hémérséklete tehat a kornyezet T, hémérsékletével megegyezik,
tovabba
Vi + Vo =: Vi, = const.

16.2.1. A dinamikai egyenlet és az egyenstlyok

A folyamatokat két mennyiség, mondjuk az elsé test térfogata és részecskeszama
mér jellemzi, tehdt a dinamikai egyenlet (pszeudolinedris mennyiségekkel)

Vi = Br(p1 — p2) — 9r (1 — pa2),
N1 = Ba(pr — p2) — 96 (11 — p2),

ahol a szokdsos egyszerlisitd jeloléseket hasznaltuk: p; := p(V1 /N1, Ty), p2 =
p((Vs =V1)/(Ns — N1), Ta), stb.

(Vio, N1o) akkor és csak akkor egyensuly, ha

p(vlo/Nlo;Ta) = P((Vs - Vlo)/(Ns - Nlo);Ta)a

hiszen egy fazisban a homérséklet és nyomas mar egyértelmiien meghatarozza a
kémiai potencidlt is.
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Minthogy egy fézisban v — p(v,T,) injektiv, ez azt jelenti, hogy
‘/10 Vs - Vlo

Nlo B Ns _Nlo e

Az elsé egyenlGség egyszerii atalakitasaval azt kapjuk, hoy

vagyis a testek kozos egyensulyi fajlagos térfogata egyértelmiien meg van hatarozva.
Viszont az elsé test részecskeszama tetszoleges lehet, tehdt az egyensulyok Gsszessége
egy ,,szakasz”:

{Nlovoa Nlo) | 0< Nip < NS}

16.2.2. Az egyensiilyhoz tartas

Meglehetésen pongyola, de révid jeléléssel g2 = —ZbL stb., tehat fel-

hasznédlva a 15.2.2. pontban idézett Osszefiiggéseket azt kapjuk, hogy a di-
namikai egyenlet jobb oldaldnak linearis része egy v, és N1, értékkel jellemzett
egyensulyban, a

o
pa L _a'U (UOaTa)v

Qo 1= ,BF(’UO, T(L; Nlo) - UOﬂF(Uov T(l7 N10)7
Co = _ﬂG(voa Ta, Nlo) + 1)019@(1)0, T, Nlo)

jelolésekkel a 15.1 mennyiség kétszerese.
Kovetkezésképpen mindent elismételhetiink, amit ott mondtunk.

16.3. Rogzitett egyedi térfogatok és egyiittes hoszigetelés

A szemléltetd példankban minden dugattyd rogzitve van, és a kornyezet felé
a henger és a dugattyuk hészigetelve; mas szoval a két test teljesen el van zérva
a kornyezettol, a kornyezet nem hat a testekre.
Tehat
Vi1 = Vi, = const, Vo = Voo = const,

tovabba a hészigetelés miatt a testek belsd energidjanak az Gsszege dllando,

FEi + Ey =: E, = const.

16.3.1. A dinamikai egyenlet és az egyensiilyok

A folyamatokat két mennyiség, mondjuk az els6 test belsé energidja és
részecskeszdma mar jellemzi, tehét a dinamikai egyenlet (pszeudolinedris men-
nyiségekkel)

Ei = (T — To) + Ba(pr — pa) — 9alpn — pa),

N1 = —Aa(Th — T2) + Ba(pr — p2) — Va(pr — p2),
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ahol a szokdsos egyszer(isit§ jeloléseket haszndltuk: Ty := T(E1/Ni, Vie/N1),
Ty :=T((Es — E1)/(Ns — N1), Vao/(Ns — Ny)), stb.

(E1o, N1o) akkor és csak akkor egyensily, ha
T(Elo/Nlm Vvlo/Nlo) = T((Es - Elo)/(Ns - N10)7 VvQO/(Ns - Nlo))
és

p(Elo/Nlm Vlo/Nlo) = p((Es - Elo)/(Ns - N10)7 VQO/(NS - Nlo))7

hiszen egy fazisban a hémérséklet és nyomds mar egyértelmiien meghatarozza a
kémiai potencialt is.

Minthogy egy fazisban a hémérséklet és a nyomads egyértelmiien jellemzi az
allapotot, ez azt jelenti, hogy

Elo Es _Elo Es

= ——— = eO = -,

Nlo Ns _Nlo Ns
Vlo o ‘/s - Vlo . — Vlo +Vv20
Nlo _Ns_Nlo 0 Ns ’

vagyis a testek kozos egyensulyi fajlagos belsé energiaja és térfogata egyértelmiien
meg van hatdrozva. Viszont az elso test részecskeszama tetszoleges lehet, tehat
az egyensulyok Osszessége egy ,,szakasz”:

{Nio€o, N1ovo) | 0 < N1p < Ny}

16.3.2. Az egyensilyhoz tartas

Ez egy egyszerii rendszer, hiszen csak két valtozoval kell foglalkoznunk az
altaldnosan lehetséges Ot helyett. Mégis a széban forgd dinamikai egyenlet
jobb oldaldnak linearis részét oles kifejezés adja meg. Még akkor is, ha a
lehetséges kereszteffektusokat nullanak vessziik, azaz 84 = 0, A\¢ = 0 és Bg =
0. Ezért nem is frjuk le (de az olvasé veheti magdnak a faradsdgot). Az
egylthatokra az el6bbiekhez hasonld ésszeri feltevések mellett bebiznyithato,
hogy az egyensulyok halmaza egyiittesen aszimptotikusan stabil.

Azért érdekes ez a rendszer, mert kapcsolatos egy, a kovetkez6kben ismertetett
hires kisérlettel.

16.3.3. Gay-Lussac kisérlete

A most targyalt rendszerrel végzett kisérletet Gay-Lussac. Egy merev fald,
hoszigetelt edényt ketté osztott egy szintén merev fallal, amelyen elzarhaté kis
csap volt. Zart csap mellett az egyik részbdl kiszivatta a leveg6t, majd megny-
itotta a csapot. A levegé a teli részbdl atszivargott az iiresbe is. Gay-Lussac a
leveg hémérsékletét a folyamat elején és végén ugyanannak taldlta. Ebbél azt
allapitotta meg, hogy a levegé belsé energidja nem fiigg a térfogatatol.

Konnyen dtlathatjuk érvelését, ha forditva okoskodunk: hogyan fiigg a hémérséklet
a térfogattdl. Legyen Vi, a teli edény térfogata, Vo, az tiresé. A leveg6 bels6
energidja nem valtozott az atszivargas alatt, hiszen a két edény egytittesen teljes
mértékben el volt szigetelve a kornyezetétél. Tehat a gaz hémérséklete folya-
mat kezdetén T(E, Vi, N), a végén T(E, Vi, + Vao, N). Ha ez a ketté egyenld,
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akkor a hémérséklet nem fligg a térfogattdl (az adott energiaérték mellett). Ma
maér tudjuk, hogy ez az eredmény csak jé kozelités elég nagy fajlagos térfogat
mellett, de ez minden gazra igaz; ezért is fogadjuk el, hogy az idedlis gaz bels6
energidja nem fiigg a térfogattol.

Gay-Lussac kisérletét szoktak felhozni tipikus példaként ,,nem reverzibilis”
folyamatra. Ugyanis a termodinamika szokasos formalizmusédval az els6 f6tételt

dE =0Q + W

alakban irjak, ahol Q) az ,.elemi hédtadas”, W az ,.elemi munkavégzés’.
Ugyanakkor az entropikussaghdl azt szarmaztatjak, hogy

dE = TdS — pdV (16.2)

(hallgatélagosan feltéve, hogy a részecskeszdm éllandd). A reverzibilis folyama-
tot éppen azzal jellemzik, hogy 6Q = T'dS és 6W = —pdV.

Gay-Lussac kisérletében a giz energidja allandd, hét nem vesz fel, munkét
nem végez (a két edény egyiitt hészigetelt és merev falil), tehdt dE = 0, Q = 0
és OW = 0, azonban dV # 0, hiszen a géz tagul, és igy dS # 0 szintén, tehdt a
folyamat ,,nem reverzibilis”.

Ez azonban téves érvelés, mert a (16.2) formula csak homogén testre érvényes
(amikor is mind a T h&mérséklet, mind a p nyomds ugyanaz az érték a test
minden pontjdban), és ha a két edényben levé gzt egy testnek tekintjiik, akkor
a test nem homogén.

Akkor jarunk el helyesen, ha a kisérletet két homogén testre vonatkoztatjuk.
Ekkor a szokdsos Osszefiiggések a kovetkezd formaban érvényesek:

dE, = T1dS; — p1dVi + p1d Ny, dEs = T5dS3 — padVa + padNa

dE; =6Q1 + W1 + 6L, dEs = 0Q2 + W3 + 0 L.
Tovabba
dE; +dE> =0, dVy =0, dV, =0, dN; +dN; =0,
amibdl §Wy, =0, 6Wy =0 és
0= (0Q1 +0Q2) + (6L1 + 0L2).

Minthogy a folyamat sordn a két test kémiai potencidlja nem egyenld (épp
emiatt torténik diffizid), 0L # —Jd Lo, amibdl kovetkezik, hogy 0Q1 + Q2 # 0,
vagyis téves a szokdsos érvelésben szereplé §QQ = 0 a hészigetelés kifejezésére.

16.4. Feladatok

Targyaljuk a kovetkezé diffizids kéttest-rendszereket, amelyekben a a kérnyezet felé nincs részecskecsere:
— a testek h&mérséklete allandé (izoterm folyamatok),

— a testek nyomdsa dllandé (izobar folyamatok).
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17. Elsorendi fazisatalakulasok

17.1. Altaldnos formulak

Elsérendi fazisdtalakuldsokban (halmazallapot-véltozasokban) a testek részecskeszdma
dinamikai mennyiség, amely valtozik az idében. Ezért az ilyen folyamatok a
diffuzidkkal mutatnak rokonsagot.

Azonos anyagu két testbdl és (1ényegtelen anyagil) kornyezetbdl 4116 specidlis
rendszerek olyan folyamatait vizsgaljuk, amelyekben az egyes testek folyamatai
egymaéssal elsérendi kapcsolatban all6 fazisokban futnak, a testek kozott részecskeatadés
lehetséges (fazisdtalakulds torténhet), viszont a testek és a kornyezet kozott nem
lehetséges.

A kornyezetet most is az dllandé T, hémérsékletével és p, nyomésaval jelle-
mezzik.

Eleve feltessziik, hogy a két test két kiilonbozo fazisban van, ezért most a
jobb szemléltethetGség kedvéért a testeket az 1 és 2 index helyett az f (folyadék)
és g (gdz) indexszel kiilénboztetjik meg.

Az adott feltétel szerint a két test Osszrészecskeszama, allando,

Ny + Ny =: N, = const.

17.2. Izobar fazisatalakulas adott kornyezetben

Gondoljunk arra, hogy szobah&mérsékletii vodor vizbe egy jégdarabot dobunk!
A jég olvad, a viz hiil. Feltehetjiik, hogy mind a viz, mind a jég nyomésa az
egész folyamat alatt megegyezik a levegdé nyomédsaval. Az iménti folyadék-gaz
jeloléseinkkel jobb 6sszhangban van, de nem hétkéznapi folyamat: egy képlékeny
fali edényben levo forrd vizgbz mellé beontiink egy adag hideg vizet.

A testek egyiittes részecskeszaménak allandosiga mellett tehat,

p(Ug,Tg) = p(vaTf) = Pa;

ami azt jelenti, hogy hdrom fiiggetlen valtozo van. Célszerli a homérékleteket
és az egyik test részecskeszamat valasztjuk fiiggetlen valtozdnak.

17.2.1. A dinamikai egyenlet és az egyensiilyok

A mondottak szerint értelemszerti, elnagyolt jeloléssel barmely testre E =
Ne + N cpT all fenn; pszeudolinedris dinamikai mennyiségek esetén tehdt a
hémérsékletvaltozast a szokdsos termodinamikai erék bizonyos kombinacidi hatarozak
meg, vagyis a dinamikai egyenlet

Tg = —agf(Ty = Tf) — aga(Ty — Ta) = vgs (g — 1if), (17.3)
Tf = —aypg(Ty = Ty) — apa(Ty — Ta) = vrg(1is — bg); (17.4)
Ny = ~&(Ty — Tf) — £ga(Ty — Ta) — Cop(11g — pis), (17.5)

alakd lesz, ahol pg := pg(Ty,pa), tif == py(Lr,pa), és most természetesen az
egytitthaték a (T,, Ty, Ng) figgvényei, és eleve gy irtuk az eljeleket, hogy
nemnegativ mennyiségek.
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A testek nem nulla részecskeszamu egyensulyaban a hémérsékletiik értékének,
a nyomasuk értékének és a kémiai potencialjuk értékének meg kell egyezniiik.
Csak olyan folyamatokat tekintve, amelyek a nulladrendii faziskapcsolatot elkeriilik,
ez azt jelenti, hogy a testek egyensilyi értékei elsérendii kapcsolatban dllnak
egymdssal. Mindezeket sszefoglalva (szokdsosan o-val utalva az egyenstlyra):

(Tyo, T'yo, Ny, ) akkor és csak akkor egyensily, ha

Tgo = Tfo =Ty, Ug(Tmpa) = Mf(Tavpa)a

A részecskeszdmra semmi kikotés nincs, tehdt a nemnulla részecskeszamu
egyenstlyok Osszessége

{(Ty,Tuy Nygo | 0 < Nyo < Ns}.

17.2.2. Az egyensilyhoz tartas

Entropikus anyagra egyensilyban a dinamikai egyenlet jobb oldaldnak
linedris része (6.11) szerint

—ag£(0) — aga(0) + vgr(0)sg(0) agf(0) = v47(0)ss(0) 0
apg(0) — Brg(0)sg(0) —ayg(0) = aype(0) +754(0)sf(0) O,
—&g£(0) = &€ga(0) + (ga(0)54(0) €97 (0) = Cga(0)s(0) 0

ahol az o jel az egyensilyi értékre utal; példdul agyf(0) = agf(Ta,Ta, Ngo) és
sg(0) :=54(T,, pa). Ennek sajatértékei 0, és két masik, kiilonbo6zo sajatérték. Ha
kereszteffektusok , kicsik”, azaz eltiinnek az egyensilyban, v4¢(0) = v¢4(0) = 0,
akkor a nemnulla a sajatértékeket meghatarozé karakterisztikus polinom

x> 2% + (agp(0) 4+ aga(0) 4+ arpg(0) + apa(0)) 2+
+ afg(0)aga(0) + agp(0)asa(0) + afa(0)rga(0).

Minthogy harom kiilénboz6 sajatérték van, a sajatértékek — féként a nulla
sajatérték — algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik.

A nulla sajdtaltérhez tartozé sajitvektor (0,0,1), tehdt a sajataltér — a
matrix magja — ennek tetszéleges szdmszorosaibdl all. Az egyenstlyok Osszessége
benne van ennek az altérnek az eltoltjaban.

Eredménytink alapjan — az adott feltételek mellett — az egyensiilyok halmaza
egylittesen aszimptotikusan stabil.

17.3. Izoterm fazisatalakulas adott kornyeetben

Ilyen folyamatokkal a cseppfolyositas folyamatat modelleheztjik. Adott
,,hideg” kornyezetben a gazt 6sszenyomjuk gy, hogy a gaz és a kornyezet kozott
,,végtelen gyors” a héatadas.

A testek egyiittes részecskeszaménak allanddsiga mellett tehat mindkét test
hémérséklete dllandd, ami azt jelenti, hogy harom fiiggetlen valtozé van: a
térfogatok és az egyik test részecskeszama.
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17.3.1. A dinamikai egyenlet és az egyensulyok

A mondottak szerint a dinamikai egyenlet (pszeudolinedris mennyiségekkel):

Vg = 5gf(pg *pf) + ﬂga(pg - pa) - ﬁgf(:ug - :uf)a (17'6)
Vi = Brg(pr = pg) + Bra(psr — pa) = 5q(tiy — i), (17.7)
Ny =&1(Pg — pf) + &ga(Pg — Pa) = Cop (g — t15), (17.8)

ahol pg = pg(Vy, 1), pg = p,(Vy, Ty) stb, és természetesen az egyiitthaték
a (Vy,Vy, Ny) fiiggvényei, és eleve ugy irtuk az el6jeleket, hogy nemnegativ
mennyiségek.

A testek nem nulla részecskeszamu egyensulyaban a hémérsékletiik értékének,
a nyomasuk értékének és a kémiai potencialjuk értékének meg kell egyezniiik.
Csak olyan folyamatokat tekintve, amelyek a nulladrendii faziskapcsolatot elkeriilik,
ez azt jelenti, hogy a testek egyensilyi értékei elsérendii kapcsolatban dllnak
egymassal. Mindezeket sszefoglalva (szokdsosan o-val utalva az egyenstlyra):

(Vgos Vo, Ny, ) akkor és csak akkor egyensily, ha

p(vnga) = p(UanTa) = Pa; .ug(Tavpa) = Mf(Ta,pa),

ahol célszertien a vgo 1= Vo /Nyo €8 V5o 1= Vo /(INs — Ngo) fajlagos térfogatokat
irtuk ki. A fenti egyenléségek a fajlagos térfogatokat a fazisokban egyértelmiiem
meghatdrozzak, a részecskeszamra viszont semmi kikotés nincs; tehét a nemnulla
részecskeszamu egyensulyok Osszessége

{(%OvvaaNgo | 0< Ngo < NS}

Nem térink ki az egyensilyok Osszességének egyiittes aszimptotikus sta-
bilitasara, amely az el6zdekhez hasonldéan vizsgdlhato. Ez a fazisatalkulas azért
érdekes, mert ramutat egy szokdsos téves megfogalmazasra.

17.3.2. ,,Az izotermak vizszintes része”

Termodinamika-konyvekben, mikor megallapitjak a Maxwell-szabdlyt a van
der Waals-anyagra (14sd 7.7.), behiznak a binodalis gorbék megfelel§ pontjai
kozé egy egyenest, és azt mondjak, hogy a valdjaban az izotermdak a ,kac-
skaringé” helyett ezeken az egyeneseken haladnak (17.1). Egy ilyen egyenes
nagy része a konstiticiés tartoméanyon kiviil esik; mi értelme lehet a szokdsos
allitdsnak?

Tekintsiink egy van der Waals-anyagbdl 4116, gazfazisu test T, hémérsékletii
izoterm Osszenyomasét! Jelolje vy, azt fajlagos gaztérfogatot, amelyre (vgo,Ty)
a B, binoddlis gorbe eleme, és hasonléan legyen (vyo, Ty) a By binodélis gérbe
eleme. Amig a test v, fajlagos térfogatara v, < vy, a test folyamata a Tj,
izoterman halad 4llandé részecskeszammal. Amikor v, eléri a vy, értéket, akkor
(Iényegében akkor, leszdmitva a tilhiitést, 1dsd a kovetkez6 fejezetet) megkezdddik
a fazisatalakulds, a lecsapddés, vagyis megjelenik egy folyadékfazisi test. A két
test egylittes folyamatéban (kozelitSleg) dllandé vy, fajlagos térfogat mellett a
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17.1 Abra A téves izoterma

A

<Y

17.2 Abra Az izoterm fazisatalakulds diagramja

gaz-test részecskeszdma csokken, (kozelitdleg) dllandé vy, fajlagos térfogat mel-
lett a folyadék-test részecskeszama né. Ez igy megy, amig a gaztest el nem fogy;
azutan a folyadék-test folyamata a T, izotermén halad. A 17.2 4bra mutatja két
test folyamatat oly médon, hogy a két koordinatarendszer az Ny részecskeszamu
sikjaval talalkozik.

A gorbe vonalak kiilonb6z6 pontjai kiilonbozé egytest-allapotnak felel meg.
Ezzel szemben az egyenes szakaszok x4 és xy pontja, y, és yy pontja, stb., azaz
két pont egyiitt reprezental egy kéttest-allapotot. Az egymasnak megfeleld ilyen
pontokat 0sszekoto egyenesek metszik az N, sikot; ezeknek a metszéspontoknak
az xs, Ys Stb. Osszessége adja az N, sikon azt a vizszintes vonalat, amelyet a
17.1 4bra mutat.

A hibét a szokasos gondolatban az okozza, hogy nem valasztjik szét a tst és
az anyag fogalmat, tovabba hallgatdlagosan mindig homogén testre fogalmazzak
meg a formuldkat, és aztan ezeket alkalmazzak nem-homogén testekre is. Mar
pedig egy géazallapoti test és egy folyadékallapoti test egyiitese nem homogén.
Ezért egyetlen p — —v-diagrammal nem lehet helyesen tiikrozni az allapotait. A
17.1 dbra a helyes 17.2 dbranak egy vetiilete csak.
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Emlékezziink, a Gay—Lussac-kisérlet szokédsos magyardzatandl is az a hiba,
hogy nem-homogén testre alalmazzak a homogén formulékat.

17.4. Tlhités, tulhevités

Jol ismert tény, hogy nagyon tiszta vizet 6vatosan le lehet hiiteni fagypont
ala anélkiil, hogy megfagyna, illetve fel lehet melegiteni a forrpont f6lé, anélkiil,
hogy felforrna. Ha azonban valami zavar — példaul razkédéds — éri a tulhiitott
vagy tulhevitett vizet, azonnal ,drdmai erével” megindul a fagyas, illetve a
forras.

Ezeket a jelenségeket gy tudjuk targyalni az ismertetett kereteken beliil,
hogy az eddigiektdl eltéréen, nem hagyjuk figyelmen kiviil azokat a folyama-
tokat, amelyekben valamyelyik test részecskeszama nulla.

17.4.1. Nulla részecskeszamu egyensilyok

Tekintsiik az adott kérnyezetben végbemend fazisatalakuldsokat az (17.3)
egyenlet szerint, és engedjiilk meg, hogy a ¢ test részecskeszama nulla legyen!
Tegyiik fel, hogy a (7,,T},0) allapotban minden egyiitthatd, amely a két test
kapcsolatat jellemzi (a 45 indextiek), értéke nulla; vagyis csak ayq (Ty, Ty, 0) # 0
és £40(Ty,TF,0) # 0. Ez esetben, ha tgy indul egy folyamat, hogy a g test
részecskeszama nulla, akkor gy is halad tovabb. Formailag megkapjuk egy test
izobar folyamataira vonatkozo

T¢ = aga(Ty, T, 0)(Ty — To) (17.9)

egyenletet.

A 12.5. alfejezetbeli eredményiink szerint a Ty = T, egyensuly aszimptotiku-
san stabil. Ott, az idézett alfejezetben nem vizsgaltuk, még nem vizsgalhattuk
az egyensuly kérdését a fazisatalakulasok fényében. Most latjuk: az egyensuly
csak az Ny, = 0 folyamatokat tekintve aszimptotikusan stabil. Ez at jelenti,
hogy ha az egyensulyt gy zavarjuk meg, hogy N, = 0 marad — azaz csak az f
test homérsékletét valtoztatjuk meg egy kicsit —, akkor a test allapota visszatér
az eredeti egyensulydba, vagyis a folyamat soran a g test részecskeszama nulla
marad, az f test felveszi a kornyezet hémérsékletét.

Most viszont épp az a kérdés, mi torténik, ha az egyensilyt a g test résecskeszamanak
megvaltoztatasaval zavarjuk meg.

Vizsgaljuk elészor azokat a folyamatokat, amelyek kezdetén egyik test részecskeszama
sem nulla, és a testek homérséklete egyenl6 a kornyezet homérsékletével.

Legyen a kérnyezet hdmérséklete és nyomadsa olyan, hogy g(To, pa) = ftf(Ta, Pa)s
vagyis feleljen meg a két fazis elsérendl kapcsolatdnak. Ekkor (17.3) szerint
semmi sem torténik, vagyis az adott kezdeti értékii egyensiilyi (konstans) folya-
mat valésul meg, amelyrol az elobb azt lattuk be, hogy stabil: ha egy kicsit
megvaltoztatjuk akarmelyik fazisban levo test részecskeszamat, djra egyensily
lesz.

Legyen a kérnyezet hdmérséklete és nyomadsa olyan, hogy pg(To, pa) > 15 (Ta, Pa)-
Ekkor (17.3) szerint indul folyamatban a g test részecskeszdma fogy, egészen
addig, amig el nem éri a nulla értéket (és természetesen az f test részecskeszdma
Ny). Hétkoznapi széval: ha T, kisebb, mint 373 K, a géz mind lecsapddik.
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Legyen a kérnyezet hdmérséklete és nyomadsa olyan, hogy g(To, pa) < ftf(Ta, Pa)-
Ekkor (17.3) szerint indulé folyamatban a g test részecskeszama né, egészen ad-
dig, amig el nem éri az N, értéket (és természetesen az f test részecskeszdma
nulla lesz). Hétkoznapi széval: ha T, nagyobb, mint 373 K, a viz mind elpérolog.

Most tekintsiik azokat a folyamatokat, amelyek kezdetén a g test részecskeszama
nulla, az f test hémérséklete egyenlo a kornyezet hémérsékletével. Lattuk, hogy
ez egyensuly.

Legyen pig(Tw,pa) > pf(Ta,pa), és zavarjuk meg az egyensulyt ugy, hogy
egy ,.kis” N, # 0 indulé értéket engediink meg. Ekkor a fentiek szerint olyan
folyamat indul meg, amelynek a végén N, = 0 lesz, vagyis bedll az eredeti
egyensily. Tehat az eredeti egyensily stabil.

Legyen pig(Ty,pa) < py(Ta,pa), és zavarjuk meg az egyensulyt ugy, hogy
egy ,,kis” Ny # 0 indulé értéket engediink meg. Ekkor a fentiek szerint olyan
folyamat indul meg, amelynek a végén N, = N, lesz, vagyis a folyamat messze
eltavolodik a kezdeti allapottol. Tehat az eredeti egyensily instabil.

Ez utobbi felel meg a tulhevitett folyadékéallapotnak. Ha a folyadék nem
érintkezik a gézével, forrponton tul is hevithetd tgy, hogy nem péarolog (nem
forr). Azonban ez a tulf{itott allapot instabil: ha valami zavar — példdul razkédds
— azt eredményezi, hogy megjelenik egy ,,kicsinyke” részecskeszamu test a gazfazisbol,
az mar elég ahhoz, hogy az egyensuly felboruljon, a folyadék elforrjon.

Természetesen a folyadék- és gazfazis szerepét megfelelen felcserélve kapjuk
a tulhatott gazallapotokat.

Erdemes itt megemliteni, hogy mig a (természetben valdsdgosan) stabilis
allapotok leirdsdra a homogén modell megfeleld leirast ad, addig az instabilis
allaptokra méar kevésbé; éppen azért mert azokban az inhomogenitasoknak nagy
szerep juthat. Ismert a Brown-mozgéas: a valésagban az egyenstly sem eseménytelen.
Fluktudciék mindig vannak, stabil allapotban azonban ezek nem eredményezhetik
az egyensuly felborulasat. Instabil allapotban, ha a fluktudcié tullép egy ,,kic-
sinyke” hataron, az egyensily felborul.

17.4.2. ,,Metastabilitas”

A szokésos irodalomban gyakran azt dllitjak, hogy a fazisatalakuldsok ,,szorosan
kapcsolédnak a belsd stabilitasi feltételek sériiléséhez”, | ha a bels6 stabilitdsi
feltételek nem teljesiilnek, akkor a rendszer két vagy tobb részre szakad; ezt a
szétvaldst nevezziik fazisatalakuldsnak”. . Ez azonban nem helyes megallapités.

Ami a méasodrendii fazisatalakulasokat illeti,

— nincs instabilitds az Ehrenfest-tipusu fazisatalakuldsban,

— instabilitds lehetséges, de nem sziikségszerti a Tisza-tipusti fazisatalakuldsban?

A van der Waals-anyagok jol tiikrozik a valddi anyagok géz- és folyadékfazisdnak
jellegét. Emlékezziink vissza a 7.7. pontban mondottakra, valamint a a 7.3
abrara.

Nyilvanvald, hogy elsérendii fazisatalakulasban szé sincs a belsé stabilitas
sériilésérol: az elsérendii fazis kapcsolat (a ,,binodélis gorbék”) a reguldris tar-
tomanyban van.

Szokas a tulhitott, illetve tulhevitett allapotokat metastabil jelzovel illetni,
anélkiil, hogy a metastabilitds fogalmat pontosan meghatdroznak; ezzel azt
akarjak kifejezni, hogy a testek ezeknek megfelel6 dllapotai instabilak, noha itt

H. B. Callen: Thermodynamics, John Wiley and Sons NY, 1985, pp. 136, 146
2T. Matolcsi, ZAMP 47 (1996) 858-879
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a belsé stabilitasi kritériumok teljesiilnek. A | stabil-metastabil-instabil” zavar
az ,,allapot” szé pontatlan haszndlatdbdl ered. Nevezetesen abbdl, hogy (v, T)
egy anyag dllapota, mig egy test dllapota (v, T, N).

Hangstilyozzuk, hogy ha (v, T') egy anyag fazisdnak barmely eleme (dllapota),
akkor

(i) (v, T)-ben teljesiilnek a belss stabilitasi feltételek (amelyeket nevezhetnénk
akdr anyagi stabilitdsi feltételeknek is),

(ii) viszont egy test (v, T, N) &llapota

— stabil, ha (v,T') a binod4lis gorbe felett van,

— instabil, ha (v,T) a binodélis gorbe alatt van.



A legfontosabb osszefiiggések tablazata

1. Egyszerii anyagok

1. Formalis jelek
e a fajlagos belsé energia,
v a fajlagos térfogat,
T a hémérséklet,

p a nyomas,
1 a kémiai potencial,

etpv—p . L
s: = ———— a fajlagos entrépia,

h:=e+pv=pu+Ts afajlagos entalpia,
fi=e—Ts=pu—pv afajlagos szabadenergia.

Az entropikussédg feltétele:

Tds = de + pdv.

A Gibbs-Duhem-reldci6 (ekvivalens az entropikussag feltételével):

dp = vdp — sdT.

2. Filiggvények jelolése

(v,7) (e,0) (T,p)

valtozoban valtozoban valtozoban
fajlagos belso energia e e e
fajlagos térfogat v v v
homérséklet T T T
nyomas p p D
kémiai potencial M M w
fajlagos entrépia 5 s s
fajlagos entalpia b h h
fajlagos szabadenergia f f f

3. Osszefiiggések a (v, T)-véltozéban illetve az (e, v)-véltozéban megadott
fiiggvények parcidlis derivéltjai kozott (a e jel arra figyelmeztet, hogy az egyik
oldali jel6lés mas véltozékra utal, mint a masik oldali jel6lés):

157
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oT 1
gigi;ﬂ.’
% _ o,
de %7
Oe _ 1,
or g%’
> _ 52,
or %Z,

Je
om_ o,
- de

ov o

v \ v 8T§%
oT

9 _ Gu,

Ov g—z’

T
ov  Oe o

o

op <0p op &8

5’]3_(8p 8p%

).,
).

TABLAZATOK

4. Osszefiiggések (egy fézisra vonatkozéan) a (v, T)-véltozéban illetve a
(T, p)-véltozéban megadott fiiggvények parcidlis derivaltjai kozott:

ov_1,
6])_%7
de _ g,
Op %’
o _ 1,
811_%;’
o _ o,
81}7‘3—;’)’

5. A belsd stabilitasi feltételek
— a (v, T)-véaltozéban:

Oe op
T > 0, % < 0;
— az (e, v)-véltozéban:
aT OopdT 0OpdT
7z 9Pl _IPIL _ getn(T
3e>0’ dv e De Ov etb(T.p) <
6. Az entropikussag feltétele
- a (v, T)-véltozéban:
oo L0 o
ar ~ ar’ g v P

— az (e, v)-valtozéban:

Os 1

de T’
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Az entropikussaggal egyenérték(i Gibbs—Duhem-reléci6
—a (v, T)-véltozdéban:
o _ o w
- ou’ oT
—a (T, p)-valtozéban (egy fazisban):

Op .
T’

o _ On

or — 7 op

7. Az entropikussédg sziikséges feltétele kétszer differencialhatésag esetén
- a (v, T)-véltozéban:

op  Oe
TSR = 25 4

oT  Ov +
— az (e, v)-valtozéban:
oT _ 0T L
0 Poe de

8. Entropikus anyagra a fajlagos entrépia mdasodik deriviltja az (e, v)-
valtozéban
T a1
9 1 Ode ov
D?s = ——
T2 P) P
De TETE pav T P
Ebbdl
det(D%s) = —ﬁdetD( ,p) < 0.

9. A normalis h6taguldsi tulajdonsag:

Oe op
(81} +p> or — =0

10. A fajhok:

Q)
&5
~——
V)

Oe Oe 3—; (
C1):ﬁ7 Cp:CU—F(%"'p)_gp_CU—FT

a harmadik egyenl6ség entropikus testre érvényes

@‘Q}
Sl =

11. Nevezetes Osszefliggések bizonyos parcialis derivéltakra entropikus anyag
esetén:

—a (v, T)-véltozdéban:

a_
o or 7’
of
c=1-Tor
—a (T, p)-véltozéban (egy fazisban):
Oh(T, p)
aT - CP(T7 p)7
=y 2
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2. Egyszeru testek

1. Formalis jelek:

N a részecskeszam,

E = Ne a (teljes) bels eneriga,
V =Nv a (teljes) térfogat,

S :=Ns= w a (teljes) entrépia,
H:=Nh=FE+pV =puN+TS a (teljes) entalpia,
F:=Nf=FE-TS=uN—pV a (teljes) szabadenergia.

Az entropikussédg feltételébél:

TdS = dE + pdV — pdN.

2. Fliggvények jelolése (a felkidlto jel arra hivja fel a figyelmet, hogy ugyanaz
a betli két kiilonboz6 fiiggvényt jeldl):

— a (V,T, N)-valtozéban:

& belsd energia, E(V,T,N)= Ne(V/N,T)
p nyomds, p(V.T,N)=p(V/N,T) (!)
# kémiai potencidl, p(V,T,N)=u(V/N,T) (!
S entrépia, S(V,T,N)= Ns(V/N,T)

H entalpia, H
F szabadenergia,  F(V,T,N)= Nf(V/N,T)

— az (E,V, N)-valtozéban:

T hémérséklet, T(E,V,N) = T(E/N,V/N) (!)
p nyomds, p(E,V,N) =p(E/N,V/N) (!)
# kémiai potencidl, p(E,V,N)=p(E/N,V/N) (!)
S entrépia, S(E,V,N)= Ns(E/N,V/N)
H entalpia, H(E,V,N) = Nh(E/N,V/N)

F szabadenergia, F(E,V,N) = Nf(E/N,V/N)

3. Parcidlis derivéltak a (V,T, N)-véltozéban (kétértelmii jeloléssel: a bal
oldalon (V,T, N) a valtozé, a jobb oldalon (v,T) és N, ahol v := V/N):
O _Lop O 1 Op
oV Now N N\ ‘ov)
és hasonl6 igaz p-re is;
oF o oe_ o o &
ov. ov’  or 9T’ ON ov’
és hasonlo Oszefiiggések allnak fenn S-re, F-re és H-ra is.
Entropikus testre:

05 _oe | p0S _0€ 05 0
v _ov P aT — o7’ aN —an
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oF _ oF _ OF _
v P ar - N W
OF
g_f_Tﬁ-

4. Parcidlis derivéltak az (F,V, N)-véltozéban (kétértelmii jeloléssel: a bal
oldalon (E,V,N) a valtozd, a jobb oldalon (e,v) és N, ahol e := E/N v :=
V/N):

or _ 101 or _ 197 or _ 1/ ot aT
OE N 9e’ oV~ N ov’ ON N ’

- e — y—
Oe ov
és hasonl6 igaz p-re is, p-re is;

os_os oS _os o5 os 0
OE  0e’ oV ov’ ON de v’
és hasonlo Osszefiiggések allnak fenn H-ra is, F-re is.
Entropikus testre:

05 1 S p oS

OE T 9V T AN

_¥
T
5. Entropikus testre az entrépia masodik deriviltja az (E, V, N)-valtozéban:
9T o1 oT
OF ov oN
1
2c _ oT Ip oT Ip oT op
DPS=-m | Por—Tor Pov—Tov Poxv—Ton

aT 9 aT 0, aT 9,
—JJafE—FTa% —JJW—FT% —JJaW +T67‘}AJ,

1. Matematikai alapfogalmak és jelolések

Mindig ragaszkodunk ahhoz, hogy pontosan kideriiljon, valamely mennyiség
miféle matematikai objektum: halmaz, vagy halmaz eleme, vagy halmazok
kozotti fiiggvény. Ez sok félreértést megel6zhet.

Ha A halmaz, a € A jeldli azt, hogy a az A eleme.

Ha A és B halmaz, f : A — B (illetve f : A — B) jeloli azt, hogy f
az A halmaz egy részén (illetve mindeniitt) értelmezett fiiggvény. Domf jeloli
az [ értelmezési tartomanyat, Ranf az értékkészletét. Sokszor egy fliggvényt
a hozzéarendelési utasitassal irunk le, amelyet ,,talpas” nyillal jeloliink; példéul
a > a’.

Ha A és B halmaz, A x B jeloli az A és B Descartes-szorzatat, vagyis a
rendezett parok {(a,b) | a € A,b € B} halmazit.

R jeloli a valés szamok halmazat.
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2. EgyenlGség és egyenlet

Sajnos, a = jel tobbféle értelemben is hasznélatos, és ez sokszor jelentGs zavarokat
és félreértéseket okoz.

Meg kell kiilonboztetniink az egyenldséget és az egyenletet, s6t az el6bbin
beliil is az elnevez6 és az allité egyenlGséget.

A fogalmakat fiiggvényeken mutatjuk be, de értelemszertien dtviheték hal-
magzokra, elemekre is.

1. Legyen H és K tetszOleges nem iires halmaz.

Tekintsiink egy H — K fliggvényt, amelyet — mondjuk fizikai értelmébdl
adoddan — meglehetosen bonyolult formédban allitottunk el; hogy ne kelljen
mindig azt a bonyolult formuldt lefrni, egyszer(isité jeloléssel egyetlen (vagy
néhany) betiivel nevezziik el. Az elnevezést a := vagy =: jellel vezetjiik be, a

kettds pont oldalan 41l az 1j név. Példaul: h := Si;%g;.
2. Tekintsiink két fiiggvényt, f,g: H — K.
Az
f=g (17.10)

egyenloség azt dllitja, hogy a két fiiggvény — noha esetleg mas formaban vannak
adva — ugyanazok, azaz

fx)=g(x)  (z€H).
Egyszerii példa: f :=sin?, g :=1 — cos.
Ha A a H részhalmaza, az

fla=gla vagy f=g (17.11)

egyenlGség azt dllitja, hogy a két fiiggvény megegyezik az A részhalmazon,
azaz

f@)=g(x)  (z €A

Egyszeri példa: H :=R?, K :=R, a := (1,0), b:= (0,1) esetén az f(z) :=
a-x és g(x) :=b-x (a pont a szokdsos skaldris szorzést jeloli) megegyezik az
A= {x € R?| 21 = 22} halmazon.

3. Az

(x € H)? f(z) =g(z) (17.12)

egyenlet az
{z € H|f(x) = g(x)}

halmazt definidlja, amelynek elemeit az egyenlet megolddsainak hivjuk.

2n+1)mw
2

Egyszerii példa: az (z € R)? sina = cos x egyenlet megolddsai az { | n egész szém}

halmazt alkotjak.

Aki nem tesz kiilonbséget a fenti harom fogalom kozott — amint az gyakran
eléfordul az irodalomban, egyszertien a = jelet hasznalva minden esetben —,
az tévedések aldozata lehet. Erre a termodinamika elsé f6tétele szolgaltat jé
példat, amit a 9.5. alfejezetben mutatunk meg.
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3. Vektorterek és linearis leképezések

3.1 A vektorterek és linedris leképezések elméletének alapvets fogalmait és
eredményeit ismertnek tételezziik fel. A vektorterek a tovabbiakban valdsak és
véges dimenzidsak.

Legye X és Y vektortér. Az A : X — Y linearis leképezés magja KerA =
{re X | Az =0}.

3.2 Az X vektortér dudlisa, amelyet X ™ jelol, az X — R linearis leképezések
Osszessége. Az ismert médon X* is vektortér, amelynek a dimenzibja megegyezik
az X dimenziéjaval. Ha p € X* és ¢ € X, akkor a pxr = xp szimbdlumot
hasznaljuk p-nek az x helyen felvett értékére.

Az A: X — X* linedris leképezés szimmetrikus, ha yAz = x Ay minden
xz,y € X esetén; tovabba

— pozitiv (negativ) definit, ha Az > 0 (< 0) minden 0 # 2 € X esetén,

— pozitiv (negativ) szemidefinit, ha x Az > 0 (< 0) minden z € X esetén.

Hasonléan definialhatjuk, hogy egy X* — X linearis leképezés szimmetrikus,
pozitiv definit, stb.

Azonban a szimmetrikussdg, pozitiv definitség stb. mem értelmes fogalmak
X — X vagy X* — X* linedris leképezésekre, hacsak nincs skaldrszorzat adva
X-en.

Ha <, > skalarszorzat X-en, akkor az L : X — X linedaris leképezés szim-
metrikus a skaldrszorzatra vonatkozdan, ha < y, Lv >=< Ly,z >=< z, Ly >
minden z,y € X esetén, tovabbd pozitiv definit a skaldrszorzatra vonatkozoéan,
ha < x, Lz > > 0 minden 0 # z € X esetén.

3.3 A X\ valds szdm az L : X — X linedaris leképezés sajatértéke, ha van
olyan 0 # x € X, hogy Lx = \z.

Ekkor {z € X | Lz = Az} az L-nek a A sajétértékhez tartozé sajataltere.

Egy sajatérték geometriai multiplicitasa a megfeleld sajataltér dimenzidja.

A akkor és csak akkor sajdtértéke az L linedris leképezésnek, ha det(L—\I) =
0, ahol I az identitds-fliggvény. A A sajatérték algebrai multiplicitasa a
& det(L — &I) polinom A gyokének a multiplicitdsa.

A geometriai multiplicitds kisebb vagy egyenld, mint az algebrai multiplicitas.

Hasonléan definialhatjuk egy X* — X* linedris leképezés sajatértékét, sajatalterét,
stb.

Azonban a sajdatérték nem értelmes fogalom X — X* vagy X* — X linedris
leképezésre.

3.4

Allitas Legyen
(i) B : X* — X szimmetrikus és pozitiv definit linedris leképezés,
(i) F: X — X* szimmetrikus és negativ szemidefinit linedris leképezés.
Ekkor BF : X — X a kovetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezik:
— minden sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitisa megegyezik,
— a nem-nulla sajdtértékei negativok.

Ekkor ugyanis B~! : X — X* is szimmetrikus és pozitiv definit. Kovetkezésképpen

(z,y) »< z,y >= (B_lx)y
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skaldrszorzat X-n. BF szimmetrikus és negativ szemidefinit erre a skalarszorzatra
nézve, ugyanis

<z,BFy>= (B '2)(BFy) = 2Fy = (Fz)y =< BFz,y >

<xz,BFxr >=xzFx <0.

Ezekbdl mér az euklideszi terekre (skaldrszorzatos vektorertekre) vonatkozd
jol ismert algebrai tény, amit a sajatértékekrol allitottunk.

3.5 Legyen m és n természetes szam, és I, ..., I, J1, ..., J, mértékegyenesek
1 n

(lasd a kovetkez6 fejezetet). Ekkor az L : ')7(1 I — k>§1 Ji linedris leképezés az

{Lii € @I |k=1,...n,i=1,...,m)

matrixszal reprezentalhatd a szokasos matrix-vektor szorzasi szaballyal.

Specidlisan, ha m = n, akkor L négyzetes matrix. Szimmetrikussdga csak
akkor értelmes, ha Ji = I} minden k = 1,...,n esetén (vagy I, = J; minden
i = 1,...,n esetén). Ekkor az ilyen matrix definitdsit az ismert médon a
sarokaldetermindnsainak el6jele hatarozza meg.

4. Mértékegyenesek

Igen fontos, hogy mindig pontosan meghatdrozzuk, mi a ,,fizikai dimenzidja”
egy szoban forgé fizikai mennyiségnek. Ezzel elkeriiljiik példaul azt a tévedést
(amely bizony nem egyszer eléfordul a szokdsos fizikai tdrgyaldsokban), hogy
kiilonbozo6 fizikai dimenzidju mennyiségeket Osszeadjunk, vagy nem valds men-
nyiség szerepeljen a logaritmus véltozdjaként.

Egy fizikai mennyiség értékeire azokat a szabdalyokat szoktuk felallitani, ame-
lyeket most a jol érthetéség kedvéért a hosszisdgra (tdvolsdgra) fogalmazunk
meg.

Bérmely hossziisdg egy tetszoleges vdlasztott nem nulla mértékegység (méter,
centiméter, yard, ol) egyértelmiien meghatdrozott nem negativ szdmszorosa.
Alkalmazdsok szempontjdbol (példdul, amikor egy ponttdl két irdnyban mért
tavolsdgokrdl beszéliink) célszerli bevezetni a negativ hosszisdgokat is mint az
eredeti hosszusagok ellentettjeit. Maradva az m méternél, tehat barmely
altalanositott hosszisdg am alaki, ahol a egyértelmiien meghatarozott valés
szdm. A hosszisdgok Osszeadhaték: am + fm := (a + f)m, és megszorozhatok
szamokkal: f(am) := (of)m. Kbénnyen megmutathaté, hogy a miiveletek ilyen
értelmezése nem fiigg a mértékegység valasztasatol.

Matematikailag ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a hosszisagok egy dimenzids
valés vektorteret alkotnak, ami pontosan ezt jelenti: a hosszusagok 6sszeadhatok,
valés szammal szorozhatdk, és barmely hosszisag egy vélasztottnak a szamszorosa.
Mi t6bb, a hosszusagok Osszessége két térfélre oszlik: az egyikben vannak az ere-
deti, valédi értékek (a méter pozitiv szdmszorosai), a masikban ezek ellentettjei;
err6l azt mondjuk, hogy a hosszusdgok Gsszessége iranyitott.

Ennek mintédjara igy fogalmazhatunk: barmely fizikai mennyiség értékei egy
dimenziés, irdnyitott valds vektorteret, roviden mértékegyenest alkotnak.

Konyviinkben a mértékegyeneseket az SI rendszerbeli mértékegységén keresztiil
jeloljiik. Példdul a hosszisdgok mértékegyenese (m), az id6tartamok mértékegyenese
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(s), a tomegértékek mértékegyenese (kg), stb. Ezen belil a pozitiv értékek
Osszességét gy jeloljiikk: (m)™*) (s)™, (kg)™, stb.

Kiilonboz6 fizikai dimenzidji mennyiségeket nem lehet 6sszeadni, de Osszeszorozni,
egymaéssal elosztani igen. Ez abban tiikrézédik hogy pontos értelem adhaté a
mértékegyenesek (® szimbSlummal jelolt) szorzatdnak, valamint egy mértékegyenes
(*-gal jelolt) reciprokénak; ez a szorzds és osztés a szokdsos szabdlyoknak tesznek
eleget; példaul (m) ® (kg) = (mkg), (s)* = ().

S

5. Inverz- és implicitfiiggvény-tétel

5.1 Ismertnek tételezziik fel az analizis alapvetd fogalmait: nyilt halmaz,
halmaz lezértja, folytonossag, differencialhatésag, parcialis derivaltak,

A parcidlis derivaltakat a szokdsos — a matematikai pontossig szempontjabol
hétranyos, de az attekinthetéség kedvéért itt mégis elényos — modon a valtozdk
kifrasdval jeléljiik, példéul 2.

Ezeken tilmenden az analizisbdl az inverzfiiggvény-tételt és az implicitfliiggvény-
tételt hasznaljuk minduntalan; az ezekre vonatkozé ismereteket az aldbbiakban
kozoljitk. Noha a fizikdban (termodinamikdban) édltaldban mértékegyenesekre
alkalmazzuk, az egyszeriiség kedvéért itt valds valtozokra fogalmazzuk meg.

5.2

Allitas (Inverzfiggvény-tétel) Legyen f : R — R, folytonosan differencidlhato
figgvény. Ha a € Domf és f derwdltja a-ben, f'(a) # 0, akkor van az
a-nak olyan G kornyezete, hogy f injektiv G-n, f|G] nydt, és f G-re vald
lesztikitésének az inverze folytonosan differencidlhato.

Allitas (Implicitfiiggvény-tétel) Legyen f : R x R — R, (z,y) — f(z,y)
folytonosan differencidlhatd figgvény. Ha (a,b) € Domf és g—i(m b) # 0, akkor
van az a-nak olyan G kiérnyezete, és olyan egyértelmiien meghatdrozott § : G —
R folytonosan differencidlhatd figguény, hogy G4(a) = b, és

f(z,9(2)) = f(a,0)  (z€G);
ekkor

~f
V(@) = =57 ——
Lz, 9()

Az implicitfiiggvény-tétel tartalma az, hogy az adott feltételek mellett az
flxz,y) = f(a,b) ,egyenlethdl” y kifejezheté az x fliggvényében (lokélisan,
azaz (a,b) egy kornyezetében), és ezt a fiiggvényt a fenti differencidlegyenlet
hatarozza meg.

Egyszerlien altalanosithaté az implicitfiiggvény-tétel kettonél tobb valtozéra.
Példaul az (z,y, z) hdrom véltoz6 esetén, ha %(a, b,c) # 0, akkor z kifejezhetd
az x és y fuggvényében (lokdlisan, azaz (a, b, ¢) egy kornyezetében).

6. Legendre-transzformacio

Legyen f : R — R kétszer folytonosan differencialhaté fiiggvény, amelynek
mésodik derivaltja, f” seholsem nulla.
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Ekkor az f elsd derivaltja, f’ azt inverzfiiggvény-tétel szerint lokdlisan in-
jektiv; szemléletesen az f értelmezési tartoményanak barmely pontjanak egy
kornyezetében az f'(xz) = p egyenletbdl kifejezhetd x a p fliggvényeként, azaz
megadhaté az f’ értékkészletén értelmezett p — Z(p) fliggvény tigy, hogy f'(#(p)) =

p; erre
di(p)

1
dp — f"(2(p))

teljestl.
Az f Legendre-transzforméltjin a

p— f(Z(p)) — pi(p) =: 9(p)

fliggvényt értjik.
Egyszert szamolds adja, hogy

dg(p) owdz(p) dz(p) R
dp = f (#(p)) dp —a(p) —pr = —i(p)
és
dglp) 1
dp? (@ (p))

Ha f mésodik derivéltja negativ (f konvex fiiggvény), akkor a Legendre-
transzformaltjanak masodik derivéltja pozitiv (g konkdv fiiggvény).

Egy kétvaltozos fliggvénynek az egyik valtozdja szerinti Legendre-transzormaltjat
értelemszertien hasonléan értelmezziik a kovetkezOképpen.

Legyen (z,y) — f (z,y) kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvény, W

seholsem nulla. A 2 ’y) = p egyenletbdl kifejezhetd = a p és az y fiiggvényeként,

azaz megadhaté (p, y) — &(p,y) fuggvény ugy, hogy af(”/) = p; erre — a
szokdasos egyszertsitett jeloléssel —
. A % f
9z(p,y) _ 1 92(p,y) _ ozdy
— 227 e
op R Py re

teljestl.
Az f-nek az x szerinti Legendre-transzformaltjan a

(p,y) = f(@(p,,yy)) — p2(p,y) = 9(p,Y)

fliggvényt értjik.
Egyszert szamoléas adja, hogy

9g9(p,y) _i(p.y) 99(p.y) _ Of(z,y)

op - oy - oy |1’:i(P7Z/)‘
Osszefoglalva a szokésos pongyola jeldléssel:
. of
p L 81"
g:=f—pz,
%_
ap 7
99 _0f

ay oy’
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7. Differencialegyenletek

7.1 A kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozé alapvetd egzisztencia-
és unicitési tételt (adott kezdeti feltétel melletti megoldds létezése és egyértelmiisége)
ismertnek tételezziik fel.
A differencidlegyenlet is egyenlet, ezért pontos megfogalmazdasat a 2. pont
szerint a kovetkezd formaban adhatjuk meg.
Legyen X véges dimenzids vektortér, F' : X — X folytonosan differencidlhato
fliggvény. Az

(z:R— X)? & = F(x)

differencidlegyenlet azt a halmazt definidlja, amelynek elemei — a differencidlegyenlet
megolddsai — azok az r : R — X differencidlhaté fliggvények, amelyekre Ranr C
DomF és 7(t) = F(r(t)) teljesil.

A fenti pontossag helyett a termodinamikaban — mint egyéb alkalmazasokban
is altalaban — elhagyjuk a kérdGjeles részt a differencidlegyenlet meghatarozasanal.
Tovabba ott R helyett az id6 mértékegyenese szerepel.

7.2 Differencidlegyenletek sorozatara vonatkozik a kovetkezo eredmény.
Legyen X véges dimenziés vektortér, F': X xR — X és ¢, : X xR— R
folytonosan differencialhato fliggvények, és

0(x.) _

23

Ha (a,«) a fenti fiiggvények értelmezési tartomdnydban van, és ¢(a, a) = 0,
akkor az implicitfiggvény-tétel alapjdn 1étezik olyan folytonosan differencidlhato
£ : X — R fliggvény, hogy é(z, () = 0.

Tekintsiik ¢ > 0 esetére az

((x,g):RHXXR)? & =F(x,§),
Ué :¢($,€)+01/1($,€)

differencidlegyenletet, és az

(r:R— X)? & = F(z,&(x)). (2)

differencidlegyenletet.

Tegyiik fel, hogy létezik olyan o¢ > 0 és T' > 0 szam, hogy minden 0 < 0 <
og esetén létezik

— (ro,po) : [0,T] = X xR az (1) differencidlegyenlet megolddsa az r,(0) = a,
05 (0) = a kezdeti feltétellel,

- r:[0,T] - X a (2) differencidlegyenlet megoldasa az r(0) = a kezdeti
feltétellel.

Ekkor

lim ro () = r(t), lim py(t) = E(r(t))

o—0 o—0

minden ¢ € [0,7] esetén.
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8. Stabilitaselmélet

8.1. Legyen X véges dimenziés vektortér, F' : X ~— X folytonosan differ-
encialhaté fiiggvény, és tekintsiik az

(z:R— X)? &= F(x) (%)

differencidlegyenletet.

Az x, € DomF egyensily, ha F(x,) = 0. (Ez egy kicsit eltérd széhaszndlat a
termodinamikaban megszokottdl, ahol az ilyen z,-t nyugalmi dllapotnak nevezziik,
az egyenstly specidlis nyugalmi éllapot).

Legyen x, egyenstily.

Az z, egyensily stabil, ha az x,-nak minden G kornyezetéhez van olyan
D koérnyezete, hogy a D-bdl indulé minden megoldds G-ben halad, azaz ha
r(to) € D, akkor r(t) € G minden ¢ > t; esetén.

Az x, egyensily aszimptotikusan stabil, ha stabil és van az x,-nak olyan
A kornyezete, hogy a A-bél indulé minden r megoldédsra tlgglo r(t) = z, teljesil.

Az egyensulyok egy E Osszessége egylittesen aszimptotikusan stabil, ha
az F minden x, elemére teljesiil, hogy

— stabil,

— van olyan A kornyezete, hogy a A-bdl indulé minden megoldasra tlggo r(t)
az E lezartjaban van.

8.2. Szemléltetésképpen tekintsiink egyszerti mechanikai példét, ahol a dif-
ferencidlegyenlet egy tomegpontra vonatkoz6 Newton-egyenlet (amely mésodrendii)
atirva a helyzetre és a sebességre (igy lesz elsérendii).

Tekintstiink egy tomegpontot, amely egy félgomb alaki csupor belsé feltiletén
mozoghat (természetesen a Fold gravitdcids terében).

A tomegpont egyenstlya: a csupor alsé pontjan (helyzet) a nulla sebesség.

Ha nincs sirlédas, akkor ez az egyenstly stabil: ha egy kicsit arrébb tessziik a
tomegpontot (helyzetvaltoztatds), vagy meglokjik (sebességvaltoztatds), akkor
az egyensuly kozelében maradé mozgas jon létre, vagyis a tomegpont nem
tavolodik el nagyon az als6é ponttdl, és a sebessége sem lesz tul nagy.

Ha van surlédas, akkor az egyensuly aszimptotikusan stabil: ha egy kic-
sit arrébb tessziik vagy meglokjiik a tomegpontot, akkor egyrészt az egyensily
kozelében maradé mozgas jon létre, masrészt az id6 mulasaval a tomegpont
megall az alsé ponton.

Tekintstink most egy tomegpontot, amely egy vizszintes ereszcsatorna belsé
feltiletén mozoghat (természetesen a Fold gravitacids terében).

A tomegpont egyenstlyainak Gsszessége: az ereszcsatorna gerincén (helyzetek)
a nulla sebesség.

Ha nincs surlédés, akkor egyetlen egyensily sem stabil: akarhol is all a
tomegpont, ha vizszintesen egy kicsit meglokjiik, akkor messzire eltavolodik az
eredeti egyenstlyi helyzetétol.

Ha van surlodés, akkor az egyensulyok halmaza egyiittesen aszimptotikusan
stabil: ha az 4ll6 tomegpontot egy kicsit arrébb tessziik (helyzetvaltoztatas),
vagy kicsit meglokjiik (sebességvaltoztatds), akkor egyrészt az eredeti egyenstly
kozelében marad6é mozgds jon létre, masrészt az idé mildsaval a témegpont
megall az eredeti egyensilyi helyzet kozelében.

8.3. A stabilitdselmélet alapveto tételei a kovetkezok.
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Mindenek el6tt emlékeztetiink arra, hogy az F' : X — X fiiggvénynek egy
x pontban a derivaltja, amelyet DF(z)-szel jelolink, X — X linedris leképezés
(ha X = RY, akkor ez éppen a parcialis derivaltakbdl 4ll6 métrix). Teljesen
hasonléan, egy L : X — R fiiggvénynek az x pontbeli derivéltja a DL(z) : X —
R linedris leképezés.

Egy L : X — R folytonosan differencialhaté fiiggvényre vezessiik be az

L(z) == DL(z) - F(x)

jelolést; az x — L(x) fiiggvény az L-nek az F vektormezd szerinti derivéltja,
amelyet szokdas az L differencidlegyenlet menti derivdltjanak is hivni.
Ha r a differencidlegyenlet megoldédsa, akkor

(Lory=Lor.

Ha z, a differencidlegyenlet egyensilya, akkor L(z,) = 0.

1. Allitas Legyen xo a 8.1. (x) differencidlegyenlet egyensilya. Ha létezik az
To eqy kornyezetében értelmezett folytonosan differencidlhato L fiuggvény gy,

hogy
— L-nek szigori lokdlis mazimuma van x,-ban,

L]
— L-nak (szigori) lokdlis minimuma van x,-ban,
akkor x, (aszimptotikusan) stabil egyensily.

Ha
— L-nek nincs lokdlis maximuma x,-ban,

L]
— L-nak szigoru lokdlis minimuma van x,-ban,
akkor x, instabil egyensily.

Az L figgvényt, amellyel a fentiek szerint kovetkeztethetiink a stabilitasi
tulajdonsagra, Ljapunov-fiigguénynek szokéas hivni.

2. Allitas Legyen most F(x) = Ax, ahol A : X — X linedris leképezés, és
Az, = 0.

(i) Ha az A linedris leképezés minden sajdtértékének a valds része negativ,
akkor x, aszimptotikusan stabil egyensuly.

(i) Ha az A linedris leképezésnek van olyan sajdtértéke, amelynek a valds
része pozitiv, akkor x, instabil egyensily.

(ii) Ha az A linedris leképezésnek nincs pozitiv valds részi sajdtértéke,
tovdbbd

—minden nulla valds részi sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitdsa
megegyezik, akkor x, stabil egyensily,

— van olyan nulla valds részi sajatértéke, amelynek algebrai és geometriai
multipicitdsa kulonbozik, akkor x, instabil egyensily.

(iv) KerA akkor és csak akkor szigordan aszimptotikusan stabil, ha az A
nulla sajdtértékének algebrai és geometria multiplicitdsa megegyezik, minden
mds sajdtértékének a valds része negativ.

3. Allitas Legyen xo a 8.1. (x) differencidlegyenlet egyensilya. Ha a DF(z,)
linedris leképezés

(i) minden sajdtértékének a valds része negativ, akkor x, aszimptotikusan
stabil,

(ii) valamelyik sajdtértékének a valds része pozitiv, akkor x, instabil.
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